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摘要　对Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ公式进行Ｂｏｎｄ变换得到ＥＤＡ介质的Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ方程，并由其非零解推

导出ＥＤＡ介质中视横波（ｑＳＶ）、横波（ＳＨ）、视纵波（ｑＰ）的相速度、群速度、偏振向量（质点

的振动方向）的三维计算公式．通过模型计算分析了具有水平对称轴的各向异性（ＨＴＩ）介质

和ＥＤＡ介质中介质对称轴的极角和方位角对相速度、群速度及偏振向量的影响，对其随极

角、方位角的变化特征进行了分析，并采用 Ｍａｔｌａｂ进行了数值计算，对其特征采用三维显

示．通过取极角或方位角为零简化得到 ＨＴＩ介质和具有垂直对称轴的各向异性（ＶＴＩ）介质中

地震波的相速度、群速度，对ＥＤＡ介质中的三维计算结果进行退化验证．通过数值计算进一

步验证了地震波相速度与ＥＤＡ介质对称轴的相互关系．结果表明，通过广角地震勘探可探

明地下介质的裂隙走向及密度，从而确定灾害体产状．
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引言

各向异性的基本模式有两种．一种是裂隙诱导各向异性ＥＤＡ（ｅｘｔｅｎｓｉｖｅｄｉｌａｔａｎｃｙａｎｉ

ｓｏｔｒｏｐｙ）模式，用于描述由彼此平行的垂直裂隙、微裂隙和定向排列的微细孔洞引起的各

向异性．ＥＤＡ介质广泛存在于地壳中，属于六方晶系，有水平对称轴，对称轴在最小水平

应力方向．另一种是ＰＴＬ（ｐｅｒｉｏｄｉｃｔｈｉｎｌａｙｅｒｙ）模式，用于描述沉积盆地地层的微细层理

和旋回性薄层引起的各向异性，也属于六方晶系，但其对称轴是垂直的．上述两种模式都

属于六方各向异性，又称横向各向同性（ｖｅｒｔｉｃａｌｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｉｓｏｔｒｏｐｙ，简称ＶＴＩ）介质，具有

水平对称轴的横向各向同性（ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｉｓｏｔｒｏｐｙ，简称 ＨＴＩ）介质可以看成是

ＶＴＩ介质旋转９０°得到的．

上述两种基本模式还可以组合，生成具有任意方位的正交晶系的各向异性介质

（Ｃｒａｍｐｉｎ，１９８９；Ｍｉｃｈａｅｌ，１９９４），这种岩层属正交各向异性（ｏｒｔｈｏｒｈｏｍｂｉｃａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ，简

称ＯＡ）介质，被称为ＰＴＬ＋ＥＤＡ介质．

理论和实践均已证明，地层各向异性普遍存在（梁锴，２００９）．其弹性特征随方向变化，

致使地震波在地层中传播时，其相速度、群速度、偏振方向及衰减也都随方向变化．目前

勘探领域的地震资料处理与解释技术都是基于各向同性理论，处理结果往往存在不同程度

的畸变，有时甚至会导致错误的结论，因此各向异性研究也变得越来越重要．地震各向异

性研究也成为地震学研究的热点和难点之一．开展地震各向异性研究对地质灾害预报、隧

道安全监测、工程检测、地下水勘探、复杂油气藏勘探开发等方面具有重要的理论和实用

价值．

相速度与群速度是认识各向异性地震波传播规律的主要参数．本文在研究弹性 ＨＴＩ

介质地震波传播特征的基础上，推导出ＥＤＡ介质中地震波的相速度、群速度及偏振方向

的计算公式，研究其随裂隙方位的变化规律，以进行工程地质灾害预报和安全监测等．

１　犈犇犃介质中地震波的相速度

地震波在各向异性介质与各向同性介质中的传播特征有诸多不同之处，其一便是在各

向同性介质中相速度与群速度始终都是等价的，而在各向异性介质中，平面波的相速度与

群速度通常在大小和方向上都不一致，且其在方向上的差别即使在弱各向异性条件下也不

能忽略，只有在极少数特殊方向上相速度与群速度才完全相等．相速度是最基本、最重要

的物理量之一，许多其它物理量都需要基于它来导出；此外，许多物理定律（例如Ｓｎｅｌｌ定

律）的数学形式也需要用相速度或相慢度来表示．

各向异性介质中平面波的相速度平方是Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ矩阵的特征值，可由Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ特

征方程求解．下面主要通过ＨＴＩ介质中地震波的Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ方程求解ＥＤＡ介质的地震波

相速度．

各向异性介质均可采用６×６的弹性刚度矩阵表示．一般情况下，弹性参数都是在本构
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坐标系（以对称轴为坐标轴）中给出的．实际上在正演和反演问题中，为了简化运算，本构

坐标系与观测坐标系之间的转换是必不可少的．根据欧拉旋转理论，三维空间内的任意旋

转均可用３个欧拉角描述．对于６×６的弹性刚度矩阵犆，Ｂｏｎｄ（１９４３）给出了如下变换矩阵

（Ｂｏｎｄ矩阵）：

犕 ＝

犪２犪狓 犪２犪狔 犪２犪狕 ２犪犪狔犪犪狕 ２犪犪狕犪犪狓 ２犪犪狓犪犪狔

犪２犫狓 犪２犫狔 犪２犫狕 ２犪犫狔犪犫狕 ２犪犫狕犪犫狓 ２犪犫狓犪犫狔

犪２犮狓 犪２犮狔 犪２犮狕 ２犪犮狔犪犮狕 ２犪犮狕犪犮狓 ２犪犮狓犪犮狔

犪犫狓犪犮狓 犪犫狔犪犮狔 犪犫狕犪犮狕 犪犫狔犪犮狕＋犪犫狕犪犮狔 犪犫狓犪犮狕＋犪犫狕犪犮狓 犪犫狓犪犮狔 ＋犪犫狔犪犮狓

犪犮狓犪犪狓 犪犮狔犪犪狔 犪犮狕犪犪狕 犪犪狔犪犮狕＋犪犪狕犪犮狔 犪犪狓犪犮狕＋犪狕狕犪犮狓 犪犪狓犪犮狔 ＋犪犪狔犪犮狓

犪犪狓犪犫狓 犪犪狔犪犫狔 犪犪狕犪犫狕 犪犪狔犪犫狕＋犪犪狕犪犫狔 犪犪狓犪犫狕＋犪犪狕犪犫狓 犪犪狓犪犫狔 ＋犪犪狔犪

熿

燀

燄

燅犫狓

， （１）

式中，犪犻犼为新旧坐标轴［（犪，犫，犮），（狓，狔，狕）］间的余弦．这样，新坐标系下的弹性系数矩

垂直定向裂隙带

z

x

y

n

o

任意测线

图１　ＥＤＡ介质中地震波的传播参数示意图

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｓｅｉｓｍｉｃｗａｖｅｉｎＥＤＡｍｅｄｉａ

阵可以进一步表示为

犆′＝犕犆犕
Ｔ． （２）

　　根据各向异性理论，ＥＤＡ介质的弹性刚

度矩阵可由 ＨＴＩ介质的弹性刚度矩阵旋转

得到．从Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ方程可以看出，相速度

犞２ 和偏振向量分别是Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ方程的特

征值和特征向量．相速度可由Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ特

征方程求出．

令犘＝（狆狓，狆狔，狆狕）
Ｔ 为偏振方向，狀＝

（狀狓，狀狔，狀狕）
Ｔ＝（ｓｉｎθｃｏｓφ，ｓｉｎθｓｉｎφ，ｃｏｓθ）

为传播方向，其中θ和φ分别为传播方向的

极化角和方位角，如图１所示．

由ＨＴＩ介质的弹性矩阵，经Ｂｏｎｄ变换

（刚度矩阵的坐标旋转变换）（Ｗｉｎｔｅｒｓｔｅｉｎ，１９９０），可得到ＥＤＡ介质的Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ方程如下：

Γ１１－ρ犞
２

Γ１２ Γ１３

Γ１２ Γ２２－ρ犞
２

Γ２３

Γ１３ Γ２３ Γ３３－ρ犞

熿

燀

燄

燅
２

狆狓

狆狔

狆

熿

燀

燄

燅狕

＝０， （３）

式中

Γ１１＝犮１１ｓｉｎ
２
θｃｏｓ

２

φ＋犮６６ｓｉｎ
２
θｓｉｎ

２

φ＋犮５５ｃｏｓ
２
θ＋２犮１６ｓｉｎ

２
θｓｉｎφｃｏｓφ

Γ１２＝犮１６ｓｉｎ
２
θｃｏｓ

２

φ＋犮２６ｓｉｎ
２
θｓｉｎ

２

φ＋犮４５ｃｏｓ
２
θ＋（犮１２＋犮６６）ｓｉｎ

２
θｓｉｎφｃｏｓφ

Γ１３＝（犮４５＋犮３６）ｓｉｎθｃｏｓθｓｉｎφ＋（犮１３＋犮５５）ｓｉｎθｃｏｓθｃｏｓφ

Γ２２＝犮６６ｓｉｎ
２
θｃｏｓ

２

φ＋犮２２ｓｉｎ
２
θｓｉｎ

２

φ＋犮４４ｃｏｓ
２
θ＋２犮２６ｓｉｎ

２
θｓｉｎφｃｏｓφ

Γ２３＝（犮２３＋犮４４）ｓｉｎθｃｏｓθｓｉｎφ＋（犮３６＋犮４５）ｓｉｎθｃｏｓθｃｏｓφ

Γ３３＝犮５５ｓｉｎ
２
θｃｏｓ

２

φ＋犮４４ｓｉｎ
２
θｓｉｎ

２

φ＋犮３３ｃｏｓ
２
θ＋２犮４５ｓｉｎ

２
θｓｉｎφｃｏｓ

烅

烄

烆 φ

． （４）

　　若使式（３）有非零解，须有ｄｅｔΓ＝０．式（４）中的犮犻犼是由 ＨＴＩ弹性矩阵经Ｂｏｎｄ变换后

得到的ＥＤＡ弹性矩阵中的元素，而不是ＨＴＩ介质弹性矩阵中的元素，具体表达如下：
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犮１１＝犮
０
１１ｃｏｓ

４

φ
０
＋犮

０
２２ｓｉｎ

４

φ
０
＋２犮

０
１２ｃｏｓ

２

φ
０
＋ｓｉｎ

２

φ
０
＋犮

０
５５ｓｉｎ

２２φ
０

犮１２＝犮
０
１１ｓｉｎ

２

φ
０ｃｏｓ２φ

０
＋犮

０
２２ｓｉｎ

２

φ
０ｃｏｓ２φ

０
＋犮

０
１２（ｓｉｎ

４

φ
０
＋ｃｏｓ

４

φ
０）－犮

０
５５ｓｉｎ

２２φ
０

犮１３＝犮
０
１３ｃｏｓ

２

φ
０
＋犮

０
２３ｓｉｎ

２

φ
０，犮１４＝０，犮１５＝０

犮１６＝
１

２
ｓｉｎ２φ

０（犮０１１ｃｏｓ
２

φ＋犮
０
１２ｓｉｎ

２

φ）－
１

２
ｓｉｎ２φ

０（犮０１２ｃｏｓ
２

φ＋犮
０
２２ｓｉｎ

２

φ）－犮
０
５５ｓｉｎ２φ

０ｃｏｓ２φ
０

犮２１＝犮
０
１１ｓｉｎ

２

φ
０ｃｏｓ２φ

０
＋犮

０
２２ｓｉｎ

２

φ
０ｃｏｓ２φ

０
＋犮

０
１２（ｓｉｎ

４

φ
０
＋ｃｏｓ

４

φ
０）－犮

０
５５ｓｉｎ

２２φ
０

犮２２＝犮
０
２２ｃｏｓ

４

φ
０
＋犮

０
１１ｓｉｎ

４

φ
０
＋２犮

０
１２ｃｏｓ

２

φ
０ｓｉｎ２φ

０
－犮

０
５５ｓｉｎ

２２φ
０

犮２３＝犮
０
１３ｓｉｎ

２

φ
０
＋犮

０
２３ｃｏｓ

２

φ
０，犮２４＝０，犮２５＝０

犮２６＝
１

２
ｓｉｎ２φ

０（犮０１２ｃｏｓ
２

φ＋犮
０
１１ｓｉｎ

２

φ）－
１

２
ｓｉｎ２φ

０（犮０２２ｃｏｓ
２

φ＋犮
０
１２ｓｉｎ

２

φ）＋犮
０
５５ｓｉｎ２φ

０ｃｏｓ２φ
０

犮３１＝犮
０
３１ｃｏｓ

２

φ
０
＋犮

０
３２ｓｉｎ

２

φ
０

犮３２＝犮
０
３１ｓｉｎ

２

φ
０
＋犮

０
３２ｃｏｓ

２

φ
０

犮３３＝犮
０
３３，犮３４＝０，犮３５＝０

犮３６＝
１

２
ｓｉｎ２φ

０（犮０３１－犮
０
３２），犮４１＝０，犮４２＝０，犮４３＝０

犮４４＝犮
０
４４ｃｏｓ

２

φ
０
＋犮

０
５５ｓｉｎ

２

φ
０

犮４５＝（犮
０
５５－犮

０
４４）ｓｉｎφ

０ｃｏｓφ
０，犮４６＝０

犮５１＝０，犮５２＝０，犮５３＝０，犮５４＝（犮
０
５５－犮

０
４４）ｓｉｎφ

０ｃｏｓφ
０

犮５５＝犮
０
４４ｓｉｎ

２

φ
０
＋犮

０
５５ｃｏｓ

２

φ
０，犮５６＝０

犮６１＝
１

２
［ｃｏｓ２φ

０ｓｉｎ２φ（犮１１－犮１２）＋ｓｉｎ
２

φ
０ｓｉｎ２φ（犮

０
１２－犮

０
２２）］－犮

０
５５ｓｉｎ２φ

０ｃｏｓ２φ
０

犮６２＝
１

２
［ｓｉｎ２φ

０ｓｉｎ２φ（犮１１－犮１２）＋ｃｏｓ
２

φ
０ｓｉｎ２φ（犮

０
１２－犮

０
２２）］＋犮

０
５５ｓｉｎ２φ

０ｃｏｓ２φ
０

犮６３＝
１

２
ｓｉｎ２φ

０（犮０１３－犮
０
２３），犮６４＝０，犮６５＝０

犮６６＝
１

４
ｓｉｎ２２φ

０（犮１１－２犮
０
１２－犮

０
２２）＋犮

０
５５ｃｏｓ

２２φ

烅

烄

烆

０

，（５）

式中，犮０犻犼 为ＨＴＩ介质中的弹性参数，φ
０为 ＨＴＩ介质中弹性矩阵对称轴的旋转角度．由

ｄｅｔГ＝０可得

｛ρ犞
２
－［犮６６（（ｃｏｓφｃｏｓθｃｏｓφ

０
＋ｓｉｎφｓｉｎφ

０）２＋ｓｉｎ
２
θｓｉｎ

２

φ）＋犮４４（－ｃｏｓφｃｏｓθｓｉｎφ
０
＋

ｓｉｎφｃｏｓφ
０）２］｝×｛（ρ犞

２）２－（犮１１＋犮５５）ρ犞
２［（ｃｏｓφｃｏｓθｃｏｓφ

０
＋ｓｉｎφｓｉｎφ

０）２＋

ｓｉｎ２θｓｉｎ
２

φ］－（犮３３＋犮５５）（－ｃｏｓφｃｏｓθｓｉｎφ
０
＋ｓｉｎφｃｏｓφ

０）２ρ犞
２
＋

犮３３犮５５（－ｃｏｓφｃｏｓθｓｉｎφ
０
＋ｓｉｎφｃｏｓφ

０）４犮１１犮５５［（ｃｏｓφｃｏｓθｃｏｓφ
０
＋ｓｉｎφｓｉｎφ

０）２＋

ｓｉｎ２θｓｉｎ
２

φ］
２（犮１１犮３３－犮１３犮１３－２犮１３犮５５）（－ｃｏｓφｃｏｓθｓｉｎφ

０
＋ｓｉｎφｃｏｓφ

０）２×

［（ｃｏｓφｃｏｓθｃｏｓφ
０
＋ｓｉｎφｓｉｎφ

０）２＋ｓｉｎ
２
θｓｉｎ

２

φ］｝＝０． （６）

　　求解方程（６）可得ＥＤＡ介质中的ｑＰ波、ｑＳＶ波和ＳＨ波的相速度（张百红等，２０１０；

王观石等，２０１０）为
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犞ｑＰ＝
１

２ρ
［（犮１１＋犮５５）犉＋（犮３３＋犮５５）犈

２
＋槡犇槡 ］

犞ｑＳＶ＝
１

２ρ
［（犮１１＋犮５５）犉＋（犮３３＋犮５５）犈

２
－槡犇槡 ］

犞ｑＳＨ＝
１

ρ
（犮５５犉＋犮４４犈

２

槡

烅

烄

烆
）

， （７）

其中

犇＝ ［（犮１１－犮５５）犉－（犮３３－犮５５）犈
２］２＋４（犮１３＋犮５５）

２犉犈２

犈＝－ｃｏｓφｓｉｎθｓｉｎφ
０
＋ｓｉｎφｃｏｓφ

０

犉＝ （ｃｏｓφｓｉｎθｃｏｓφ
０
＋ｓｉｎφｓｉｎφ

０）２＋ｃｏｓ
２
θｃｏｓ

２

烅

烄

烆 φ

． （８）

　　当θ＝π／２时，即狓狅狔平面内二维相速度为

犞Ｐ＝
１

２ρ
［（犮１１＋犮５５）ｃｏｓ

２（φ－φ
０）＋（犮３３＋犮５５）ｓｉｎ

２（φ－φ
０）＋槡犇槡 ］

犞ＳＶ＝
１

２ρ
［（犮１１＋犮５５）ｃｏｓ

２（φ－φ
０）＋（犮３３＋犮５５）ｓｉｎ

２（φ－φ
０）－槡犇槡 ］

犞ＳＨ＝
１

ρ
［犮５５ｃｏｓ

２（φ－φ
０）＋犮４４ｓｉｎ

２（φ－φ
０

槡

烅

烄

烆
）］

， （９）

其中

犇＝［（犮１１－犮５５）ｃｏｓ
２（φ－φ

０）－（犮２２－犮５５）ｓｉｎ
２（φ－φ

０）］２＋

４（犮１３＋犮５５）
２ｓｉｎ２（φ－φ

０）ｃｏｓ２（φ－φ
０）．

　　当ＥＤＡ介质对称轴倾角φ
０＝０时，ＥＤＡ介质就退化为ＨＴＩ介质，其地震波相速度为

犞Ｐ＝
１

２ρ
［（犮１１＋犮５５）ｃｏｓ

２

φ＋（犮３３＋犮５５）ｓｉｎ
２

φ］＋槡槡 犇

犞ＳＶ ＝
１

２ρ
［（犮１１＋犮５５）ｃｏｓ

２

φ＋（犮３３＋犮５５）ｓｉｎ
２

φ］－槡槡 犇

犞ＳＨ ＝
１

ρ
（犮５５ｃｏｓ

２

φ＋犮４４ｓｉｎ
２

φ槡

烅

烄

烆
）

， （１０）

其中犇＝［（犮１１－犮５５）ｃｏｓ
２

φ－（犮３３－犮５５）ｓｉｎ
２

φ］
２＋４（犮１３＋犮５５）

２ｓｉｎ２φｃｏｓ
２

φ．

２　犈犇犃介质中弹性波的群速度

在均匀各向同性介质中，相速度不随传播方向变化，相速度面与群速度面重合；在各

向异性介质中，相速度不再保持恒定，而是随传播方向而变化，这时群速度面不再与相速

度面重合．在完全弹性各向异性介质中，群速度等价于能量的传播速度，因此实际观测到

的一般是群速度和群角，而相速度和相角只有在某些特殊角度或采用特殊手段才能观测

到．根据推导各向异性介质中群速度的思路（Ｃｒａｍｐｉｎ，１９８１），将式（７）代入极端各向异性

介质中地震波群速度方程（Ｃｒａｍｐｉｎ，１９８１；郝重涛，姚陈，２００７；何现启，２０１０）可得：

１）ｑＰ波的群速度
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犞Ｐ
犌狓 ＝

１

２ρ犞Ｐ槡犇
｛槡犇 ［（犮１１＋犮５５）ｃｏｓφ

０犌－（犮３３＋犮５５）ｓｉｎφ
０犈］＋

　　　２（犮１３＋犮５５）
２犈（ｃｏｓφ

０犈犌－ｓｉｎφ
０犉）＋［（犮１１－犮５５）犉－（犮３３－犮５５）犈

２］×

　　　［（犮１１－犮５５）ｃｏｓφ
０犌＋（犮１１－犮５５）ｓｉｎφ

０犈］｝

犞Ｐ
犌狔 ＝

ｓｉｎθｃｏｓφ

２ρ犞Ｐ槡犇
｛槡犇 （犮１１＋犮５５）＋２（犮１３＋犮５５）

２犈２＋（犮１１－犮５５）［（犮１１－犮５５）犉－

　　　（犮３３－犮５５）犈
２］｝＋｛槡犇［（犮１１＋犮５５）犈ｃｏｓφ

０
＋（犮３３＋犮５５）犌ｓｉｎφ

０］＋

　　　２（犮１３＋犮５５）
２犈（ｓｉｎφ

０犈犌＋ｃｏｓφ
０犉）｝

犞Ｐ
犌狕 ＝

１

２ρ犞Ｐ槡犇
｛槡犇 ［（犮１１＋犮５５）犌ｓｉｎφ

０
＋（犮３３＋犮５５）ｃｏｓφ

０犈］＋

　　　２（犮１３＋犮５５）
２犈（ｓｉｎφ

０犈犌＋ｃｏｓφ
０犉）［（犮１１－犮５５）犉－（犮３３－犮５５）犈

２］×

　　　［（犮１１－犮５５）ｓｉｎφ
０犌－（犮３３－犮５５）ｃｏｓφ

０犈

烅

烄

烆 ］｝

， （１１）

式中，犇，犈和犉 的计算公式同式（８），犌＝（ｃｏｓφｓｉｎθｃｏｓφ
０＋ｓｉｎφｓｉｎφ

０）．

２）ｑＳＶ波群速度

犞ＳＶ犌狓＝
１

２ρ犞ＳＶ槡犇
｛槡犇 ［（犮１１＋犮５５）ｃｏｓφ

０犌－（犮３３＋犮５５）ｓｉｎφ
０犈］－

　 　｛２（犮１３＋犮５５）
２犈（ｃｏｓφ

０犈犌＋ｓｉｎφ
０犉）＋［（犮１１－犮５５）犉－（犮３３－犮５５）犈

２］×

　 　［（犮１１－犮５５）犌ｃｏｓφ
０
＋（犮３３－犮５５）ｓｉｎφ

０犈］｝｝

犞ＳＶ犌狔＝
ｓｉｎθｃｏｓφ

２ρ犞ＳＶ槡犇
｛槡犇［（犮１１＋犮５５）－｛２（犮１３＋犮５５）

２犈２＋（犮１１－犮５５）］×

　 　［（犮１１－犮５５）犉－（犮３３－犮５５）犈
２］｝｝

犞ＳＶ犌狕＝
１

２ρ犞ＳＶ槡犇
｛槡犇 ［（犮１１＋犮５５）ｓｉｎφ

０犌＋（犮３３＋犮５５）ｃｏｓφ
０犈］－

　 　｛２（犮１３＋犮５５）
２犈（ｓｉｎφ

０犈犌＋犉ｃｏｓφ
０）＋［（犮１１－犮５５）犉－（犮３３－犮５５）犈

２］×

　 　［（犮１１－犮５５）犌ｓｉｎφ
０
－（犮３３－犮５５）犈ｃｏｓφ

０

烅

烄

烆 ］｝｝

， （１２）

式中犇，犈，犉和犌 的计算公式同式（８）．

３）ＳＨ波群速度

犞ＳＨ犌狓 ＝
１

ρ犞ＳＨ
（犮５５犌ｃｏｓφ

０
－犮４４犈ｓｉｎφ

０）

犞ＳＨ犌狔 ＝
１

ρ犞ＳＨ
犮５５ｓｉｎφｓｉｎφ

犞ＳＨ犌狕 ＝
１

ρ犞ＳＨ
（犮５５犌ｓｉｎφ

０
＋犮４４犈ｃｏｓφ

０

烅

烄

烆
）

， （１３）

式中犌和犈 的计算公式同式（１１）．

３　犈犇犃介质中弹性波的偏振方向

偏振向量是一个表示质点位移方向的单位矢量．由Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ方程可以看出，偏振向

量是Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ的特征向量，可由Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ特征方程求出．将ｑＰ波、ｑＳＶ波和ＳＨ波的

相速度分别代入介质Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ方程并求解方程，其通解为该种波型的偏振向量（表示质
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点位移方向的矢量）．求解各种波型的偏振向量如下：

１）ＳＨ波偏振矢量

犘ＳＨ＝

狆狓

狆狔

狆

熿

燀

燄

燅狕

＝犮

ｓｉｎθｓｉｎφｃｏｓφ
０

－（ｃｏｓφｓｉｎθｃｏｓφ
０
＋ｃｏｓθｓｉｎφ

０）

ｓｉｎθｓｉｎφｓｉｎφ

熿

燀

燄

燅
０

， （１４）

式中犮为任意常数（下同）．由上式可知犘ＳＨ×狀＝０，说明ＥＤＡ介质中ＳＨ 波的偏振方向

犘ＳＨ与传播方向狀［＝（狀狓，狀狔，狀狕）
Ｔ＝（ｓｉｎθｃｏｓφ，ｓｉｎθｓｉｎφ，ｃｏｓθ）］垂直，为纯ＳＨ波．

２）ｑＰ波偏振矢量

犵Ｐ＝

犵狓

犵狔

犵

熿

燀

燄

燅狕

＝犮

－
Γ１２Γ２３－Γ１３Γ２２＋Γ１３ρ犞

２
Ｐ

－Γ１２Γ１３＋Γ２３Γ１１－Γ２３ρ犞
２
Ｐ

－
Γ
２
１２－Γ１１Γ２２＋Γ２２ρ犞

２
Ｐ＋Γ１１ρ犞

２
Ｐ－（ρ犞

２
Ｐ）
２

－Γ１２Γ１３＋Γ２３Γ１１－Γ２３ρ犞
２

熿

燀

燄

燅Ｐ

． （１５）

由上式可知犵Ｐ×狀≠０，说明ＥＤＡ介质中Ｐ波的偏振方向与其传播方向不平行（在各向同

性介质中Ｐ波的偏振方向与传播方向平行），有一定夹角，因此称ＥＤＡ介质中的Ｐ波为视

Ｐ波或ｑＰ波．

３）ｑＳＶ波偏振矢量

犵ＳＶ＝

犵狓

犵狔

犵

熿

燀

燄

燅狕

＝犮

Γ
２
２３－Γ２２Γ３３＋Γ２２ρ犞

２
ＳＶ＋Γ３３ρ犞

２
ＳＶ－（ρ犞

２
ＳＶ）

２

－Γ１３Γ２３＋Γ１２Γ３３－Γ１２ρ犞
２
ＳＶ

－
Γ１２Γ２３－Γ１３Γ２２＋Γ１３ρ犞

２
ＳＶ

－Γ１３Γ２３＋Γ１２Γ３３－Γ１２ρ犞
２

熿

燀

燄

燅
ＳＶ

． （１６）

由上式可知犵ＳＶ×狀≠０，说明ＥＤＡ介质中ＳＶ波的偏振方向与其传播方向不垂直（在各向

同性介质中ＳＶ波的偏振方向与传播方向垂直），呈一定夹角，因此称ＥＤＡ介质中ＳＶ波

为准ＳＶ波或ｑＳＶ波．

４　模型计算

为了检验ＨＴＩ与ＥＤＡ介质中地震波相速度、群速度及偏振向量公式的正确性与实用

性，需对其进行数值计算．下面给出两个模型，分别对 ＨＴＩ介质与ＥＤＡ介质中的相速度、

群速度和偏振向量进行计算．

４．１　犎犜犐介质的模型计算

弹性介质模型的性质是由刚度矩阵犆确定的，刚度矩阵犆确定了应力与应变之间的关

系，但由其确定的弹性波动方程系数的物理意义很不直观，由此导致波传播的相速度隐含

在波动方程的系数中，其物理意义既不明确，也很复杂．为方便理论研究和实际应用，围绕

波传播的相速度公式，Ｔｈｏｍｓｅｎ（１９８６）提出了一套表征横向各向同性介质弹性性质的参数，

定义如下：

犪０＝
犮３３

槡ρ
，β０＝

犮５５

槡ρ
，ε＝
犮１１－犮３３
２犮３３

，γ＝
犮６６－犮４４
２犮４４

，

δ＝
（犮１３＋犮４４）

２
－（犮３３－犮４４）

２

２犮３３（犮３３－犮４４）
， （１７）
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式中，ε，γ，δ为无纲量．参数γ表示ｑＳＨ波的严格速度解，ε和δ表示ｑＰ波和ｑＳＶ波的近

似速度解．这３个参数的取值大小反映了介质的各向异性程度，值越大各向异性越强．

　　由Ｔｈｏｍｓｅｎ（１９８５，１９８６）参数建立ＨＴＩ模型（模型１）和ＥＤＡ模型（模型２），所描述

的ＨＴＩ介质各向异性模型及其参数如图２和表１所示．

HTI

对称轴

图２　ＨＴＩ模型

Ｆｉｇ．２　ＨＴＩｍｏｄｅｌ

表１　ＨＴＩ模型参数

Ｔａｂｌｅ１　ＰａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＨＴＩｍｏｄｅｌ

犞Ｐ０／（ｋｍ·ｓ－１） 犞Ｓ０／（ｋｍ·ｓ－１） ε δ γ ρ／（ｇ·ｃｍ
－３）

２．８９ １．７６８ ０．２ －０．２ ０．２ ２．４２

　　由垂直速度和各向异性系数直接计算 ＨＴＩ介质的弹性

矩阵如下：

犮＝

２８．２９６９ ０．０３２１ ０．０３２１ ０ ０ ０

０．０３２１ ２０．２１２１ ９．４０５７ ０ ０ ０

０．０３２１ ９．４０５７ ２０．２１２１ ０ ０ ０

０ ０ ０ ５．４０３２ ０ ０

０ ０ ０ ０ ７．５６４５ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ ０ ７．５６４５

．

（１８）

　　将 ＨＴＩ介质的弹性系数矩阵代入相速度公式（何现启，２０１０），计算得到 ＨＴＩ介质中

地震波的相速度，并用 Ｍａｔｌａｂ对结果进行三维显示，结果如图３所示．图３给出了依据模

型１计算的Ｐ波、ＳＨ波和ＳＶ波的三维相速度．从图３可看出，Ｐ波的相速度为一具有水

平对称轴的不规则椭圆，ＳＨ波相速度为一具有水平对称轴的规则椭圆，ＳＶ波相速度为具

有水平对称轴的不规则圆柱体．图４为图３的切片图，通过不同切片研究相速度随极角、

方位角的变化特征．图４ａ显示方位角为０°时，Ｐ波相速度随极角的变化为一不规则椭圆，

椭圆的长轴指向极角为零的方向（水平方向）；图４ｂ显示极角为９０°时，Ｐ波相速度随方位
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图３　模型１：ＨＴＩ介质中Ｐ波（ａ）、ＳＨ波（ｂ）和ＳＶ波（ｃ）的相速度

图中球面表示各方向上相速度的大小

Ｆｉｇ．３　ＰｈａｓｅｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆＰ（ａ），ＳＨ （ｂ）ａｎｄＳＶ（ｃ）ｗａｖｅｓｉｎｔｈｅＨＴＩｍｏｄｅｌ

ｗｈｅｒｅｓｐｈｅｒｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｖａｌｕｅｏｆｐｈａｓｅｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

Ｔｈｅｓｐｈｅｒｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｖａｌｕｅｏｆｐｈａｓｅｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
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图４　模型１：ＨＴＩ介质中地震波的相速度（犞Ｐ）与极角（θ）和方位角（φ）的关系

（ａ）φ＝０°；（ｂ）θ＝９０°；（ｃ）φ＝９０°．图中蓝色线表示各方向相速度的大小，单位为ｋｍ／ｓ

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｐｈａｓｅｖｅｌｏｃｉｔｙ（犞Ｐ）ｔｏｐｏｌａｒａｎｇｌｅ（θ）ｏｒａｚｉｍｕｔｈ（φ）ｉｎＨＴＩｍｅｄｉａ

ｗｈｅｒｅｔｈｅｂｌｕｅｃｕｒｖｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｖａｌｕｅｏｆｐｈａｓｅｖｅｌｏｃｉｔｙ（ｉｎｕｎｉｔｏｆｋｍ／ｓ）ｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
（ａ）φ＝０°；（ｂ）θ＝９０°；（ｃ）φ＝９０°

角的变化为一不规则椭圆，椭圆的长轴指向极角为零的方向（方位角为９０°的方向）；图４ｃ

显示方位角为９０°时，Ｐ波相速度不随极角变化，即方位角为９０°时，各方向上的Ｐ波相速

度大小相等．

　　以上结果显示，ＨＴＩ介质中各方向上的地震波相速度不同，呈现方向各向异性，但相

速度具有一水平对称轴，且与介质的对称轴一致．

将 ＨＴＩ介质的弹性系数矩阵式（１８）代入群速度公式（何现启，２０１０），计算得到 ＨＴＩ

介质中地震波的群速度，并用 Ｍａｔｌａｂ进行三维显示（图５）．由图５可看出，ＨＴＩ介质中群

速度与相速度具有类似特征，但其各向异性特征更为显著．
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图５　模型１：ＨＴＩ介质中ＳＨ波（ａ）、Ｐ波（ｂ）和ＳＶ波（ｃ）的群速度

Ｆｉｇ．５　ＧｒｏｕｐｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆＳＨ （ａ），Ｐ（ｂ）ａｎｄＳＶ（ｃ）ｗａｖｅｓｉｎｔｈｅＨＴＩｍｅｄｉａ

　　将ＨＴＩ介质的弹性系数矩阵式（１８）代入偏振向量计算公式（何现启，２０１０），计算得到

ＨＴＩ介质中地震波的偏振向量，并用 Ｍａｔｌａｂ进行三维显示，如图６所示．

由图６可知，在ＨＴＩ介质中纵波的偏振方向不再与波的传播方向平行而是呈一定夹

角，因此被称为视纵波（ｑＰ波）；横波ＳＶ波的偏振方向不再与波的传播方向垂直而是呈一

定夹角，因此称为视横波（ｑＳＶ波）；ＳＨ波的偏振方向仍然与传播方向垂直．

分析图３—６，依据相速度和群速度表达式及其随方向的变化特征，可知 ＨＴＩ与 ＶＴＩ
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图６　模型１：ＨＴＩ介质中ｑＰ波、ｑＳＶ波和ＳＨ波慢度面与偏振方向的关系

图中红色、黑色、蓝色分别表示ｑＰ波、ｑＳＶ波和ＳＨ波，短划线表示

其偏振方向，连线表示其慢度面

Ｆｉｇ．６　ＴｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｓｌｏｗｎｅｓｓａｎｄｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｏｆｑＰ（ｉｎｒｅｄ），ｑＳＶ（ｉｎｂｌａｃｋ）

ａｎｄＳＨ （ｉｎｂｌｕｅ）ｗａｖｅｓｉｎＨＴＩｍｅｄｉａ．Ｔｈｅｓｈｏｒｔｂａｒｓｄｅｎｏｔｅｔｈｅｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

ｏｆｔｈｒｅｅｗａｖｅｓ，ａｎｄｔｈｅｃｕｒｖｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｓｌｏｗｎｅｓｓｓｕｒｆａｃｅｓ

介质中地震波的特征很相似，只是其对称轴一个为水平方向另一个为垂直方向．如果 ＨＴＩ

介质弹性系数是由ＶＴＩ旋转而得到，那么其相速度与群速度的椭圆形状将完全一致．由图

４可看出，在 ＨＴＩ介质中狓狅狕和狓狅狔为各向异性面，即相速度和群速度是随角度变化的，

也就是所说的角散现象．在狔狅狕平面内，相速度与极角无关，即狔狅狕为各向同性面．而在

ＶＴＩ介质中狓狅狔平面为各向同性面．在 ＨＴＩ介质中ＳＨ波的偏振方向仍与波的传播方向

垂直，而Ｐ波的传播方向则与偏振方向呈一夹角，尤其是ＳＶ波的偏振方向与其在各向同

性介质中的偏差最为明显．

４．２　犈犇犃介质的模型计算

首先采用Ｔｈｍｏｓｅｎ（１９８６，１９９５）参数建立一个ＨＴＩ模型（模型１），再通过Ｂｏｎｄ变换

得到ＥＤＡ介质模型，即模型２，其参数见表２．

表２　ＥＤＡ模型的参数

Ｔａｂｌｅ２　ＰａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅＥＤＡｍｏｄｅｌ

犞Ｐ０／（ｋｍ·ｓ－１） 犞Ｓ０／（ｋｍ·ｓ－１） ε δ γ ρ／（ｇ·ｃｍ
－３）

２．８９ １．７６８ ０．２ ０．２ ０．２ ２．４２

　　将ＨＴＩ介质的弹性系数矩阵式（１８）进行Ｂｏｎｄ变换（将对称轴绕狕轴逆时针旋转６０°），

得到ＥＤＡ介质的弹性系数矩阵如下：

犮＝

２２．０４６９ ８．８１４９ ９．２１１４ ０ ０ １．６４２８

８．８１４９ ２６．０８９４ ８．８２２８ ０ ０ １．８５８０

９．２１１４ ８．８２２８ ２０．２１２１ ０ ０ ０．３３６５

０ ０ ０ ７．０２４２ ０．９３５９ ０

０ ０ ０ ０．９３５９ ５．９４３５ ０

熿

燀

燄

燅１．６４２８ １．８５８０ ０．３３６５ ０ ０ ７．７５０８

． （１９）
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　　将ＥＤＡ弹性系数矩阵式（１９）代入式（７），计算得到ＥＤＡ介质中地震波的相速度，并

用 Ｍａｔｌａｂ进行三维显示，如图７所示．
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图７　模型２：ＥＤＡ介质中Ｐ波、ＳＨ波和ＳＶ波的相速度

（ａ）平视图；（ｂ）俯视图

Ｆｉｇ．７　ＰｈａｓｅｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆＰ，ＳＨａｎｄＳＶｗａｖｅｓｉｎｔｈｅＥＤＡｍｅｄｉａ
（ａ）Ｆｌａｔｖｉｅｗ；（ｂ）Ｔｏｐｖｉｅｗ

　　图７ａ为依据模型２，即ＥＤＡ模型，计算的Ｐ波、ＳＨ波和ＳＶ波的三维相速度．由该

图可见，Ｐ波和ＳＨ波的相速度为一具有水平对称轴的不规则椭圆，ＳＶ波的相速度为具有

水平对称轴的不规则圆柱体．图７ｂ为图７ａ的俯视图，由该图可见水平对称轴与介质模型

的对称轴一致，相速度的对称轴在水平面内逆时针旋转了６０°．

　　将ＥＤＡ弹性系数矩阵式（１９）分别代入式（１１）、（１２）和（１３），计算得到ＥＤＡ介质中地

震波的群速度，并用 Ｍａｔｌａｂ进行三维显示（图８）．

　　图８显示了ＥＤＡ介质中地震波群速度和相速度具有相似特征，其随方向的变化均为

一近视椭球，椭球的长轴与介质的对称轴方向一致．图９显示了ＥＤＡ介质中Ｐ波相速度

随极角、方位角的变化特征，两者均为近似椭圆．

在式（７）中，取方位角为６０°，即可得到ＥＤＡ介质中相速度随极角的变化情况（图９ａ）；

取极角为０°即可得到ＥＤＡ介质中相速度随方位角的变化情况（图９ｂ）．

由图７—９可以看出，相速度和群速度既随着对称轴旋转也绕狕轴旋转，其短轴方向指

向介质的对称轴方向，长轴方向指向介质的裂隙走向方向，由此在实际勘探中可由速度分

析确定地下介质主要裂隙的走向．

　　将ＥＤＡ弹性系数矩阵式（１９）分别代入式（１４）、（１５）、（１６），计算得到ＥＤＡ介质中地

震波的偏振向量，并用 Ｍａｔｌａｂ进行三维显示，如图１０所示．

　　图１０显示了ＥＤＡ介质中ＳＨ波的偏振方向与波的传播方向垂直；ｑＰ波的偏振方向
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图８　模型２：ＥＤＡ介质中ＳＨ波、Ｐ波和ＳＶ波的群速度

（ａ）平视图；（ｂ）俯视图

Ｆｉｇ．８　ＧｒｏｕｐｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆＳＨ，ＰａｎｄＳＶｗａｖｅｓｉｎｔｈｅＥＤＡｍｅｄｉａ
（ａ）Ｆｌａｔｖｉｅｗ；（ｂ）Ｔｏｐｖｉｅｗ
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图９　模型２：ＥＤＡ介质中Ｐ波相速度（ｋｍ／ｓ）与极角（ａ）和方位角（ｂ）的关系

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｐｈａｓｅｖｅｌｏｃｉｔｙ（ｉｎｕｎｉｔｏｆｋｍ／ｓ）ｏｆＰｗａｖｅａｎｄｐｏｌａｒ

ａｎｇｌｅ（ａ）ｏｒａｚｉｍｕｔｈ（ｂ）ｆｏｒｔｈｅＥＤＡｍｅｄｉａ

与传播方向不再平行，而是呈一定夹角；ｑＳＶ波的偏振方向与传播方向不再垂直，而是有

一夹角．

图１０ａ为ＥＤＡ介质中地震波的慢度面与偏振方向在狓狔狕坐标系中的计算结果，由于

此时介质的对称轴与狓轴有一定夹角，因此图１０ａ的计算结果可看作是慢度面在狓狅狔平面

内的投影；图１０ｂ为慢度面及介质对称轴旋转后的偏振向量计算结果，此时模型的对称轴

与旋转后的狓轴重合，计算结果与ＨＴＩ介质完全一致．
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图１０　模型２：ＥＤＡ介质中地震波的慢度面与偏振方向

（ａ）在狓狔狕坐标系中的计算结果；（ｂ）坐标旋转后模型计算结果．蓝色、黑色和红色

闭合线分别表示ｑＰ波、ｑＳＶ波和ｑＳＨ波的慢度面，短画线表示其相应的偏振方向

Ｆｉｇ．１０　ＳｌｏｗｎｅｓｓａｎｄｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆｓｅｉｓｍｉｃｗａｖｅｉｎＥＤＡｍｅｄｉａｉｎｔｈｅ狓狔狕

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ（ａ）ａｎｄａｆｔｅｒｔｈｅｒｏｔａｔｉｏｎｏｆｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ（ｂ）

Ｔｈｅｂｌｕｅ，ｂｌａｃｋａｎｄｒｅｄｃｌｏｓｕｒｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｓｌｏｗｎｅｓｓｓｕｒｆａｃｅｓｏｆｑＰｗａｖｅ，ｑＳＶｗａｖｅｓａｎｄ

ｑＳＨｗａｖｅ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ａｎｄｔｈｅｓｈｏｒｔｂａｒｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆｅａｃｈｗａｖｅ

５　讨论与结论

基于Ｂｏｎｄ（１９４３）的研究成果，由ＨＴＩ介质的Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ方程，通过旋转对称轴得到

ＥＤＡ介质的Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ方程，通过求解该方程，得到了ＥＤＡ介质中三维ｑＰ波、ｑＳＶ波和

ＳＨ波的相速度、群速度及偏振向量的表达式，并通过取极角及方位角为零进行退化验证．

本文在推导公式的基础上，通过模型计算进一步分析了 ＨＴＩ和ＥＤＡ介质中相速度、

群速度随极角、方位角的变化情况，分析了ＥＤＡ介质中地震波的偏振特征，及其与垂直入

射的ＶＴＩ介质、各向同性介质中地震波的偏振向量区别，验证了ＥＤＡ介质中相应的计算

公式，并利用Ｍａｔｌａｂ进行三维显示，使其传播特征更为形象、直观．在ＨＴＩ介质中狓狅狕和

狓狅狔为各向异性面，即相速度和群速度是随角度变化的，也就是所说的角散现象；在狔狅狕

平面内，相速度与速度和极角无关，即狔狅狕为各向同性面．而在ＶＴＩ介质中狓狅狔平面为各

向同性面．在 ＨＴＩ介质中，ＳＨ波的偏振方向仍与波的传播方向垂直，而Ｐ波的传播方向

与偏振方向呈一夹角，尤其是ＳＶ波偏振方向与各向同性介质的偏差最为明显．

由文中分析可知，ＥＤＡ介质可以看作是由 ＨＴＩ介质绕狕轴旋转一定角度得到的，而

ＨＴＩ介质可以看作是ＥＤＡ介质的特例．在实际计算中通过坐标旋转可以使ＥＤＡ介质中

地震波传播特征的计算变得更为简单．由于地震波的许多传播特征是与ＥＤＡ介质对称轴

与地震测线的夹角有关，并随着夹角的变化而变化，因此我们可利用这一特性对ＥＤＡ介

质进行参数反演．在实际勘探中，可依据不同方位角的数据得到不同方位的速度，从而确

定ＥＤＡ介质的对称轴方位，进而确定裂隙的走向．这为实际地震勘探的测线布置及数据

解释提供了较好的理论基础．
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