
　第３６卷　第５期 地　震　学　报 Ｖｏｌ．３６，Ｎｏ．５　

　２０１４年９月　（９４４－－９５５） ＡＣＴＡ　ＳＥＩＳＭＯＬＯＧＩＣＡ　ＳＩＮＩＣＡ Ｓｅｐｔ．，２０１４　

印兴耀，周建科，吴国忱，梁锴．２０１４．有限元算法在声波方程数值模拟中的频散分析．地震学报，３６（５）：９４４－－９５５．
ｄｏｉ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０２５３－３７８２．２０１４．０５．０１７．
Ｙｉｎ　Ｘ　Ｙ，Ｚｈｏｕ　Ｊ　Ｋ，Ｗｕ　Ｇ　Ｃ，Ｌｉａｎｇ　Ｋ．２０１４．Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ　ｉｎ　ａｃｏｕｓｔｉｃ　ｗａｖｅ　ｅｑｕａ－
ｔｉｏｎ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ．Ａｃｔａ　Ｓｅｉｓｍｏｌｏｇｉｃａ　Ｓｉｎｉｃａ，３６（５）：９４４－－９５５．ｄｏｉ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０２５３－３７８２．２０１４．０５．０１７．

有限元算法在声波方程数值
模拟中的频散分析
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摘要　针对有限元算法在地震波数值模拟中的数值频散问题，利用集中质量矩阵双线性插值

有限元算法，推导了二维声波方程的频散函数．在此基础上采用定量分析方法，对比分析了

网格纵横长度比变化时的入射方向、空间采样间隔、地震波频率以及地层速度对数值频散的

影响．数值算例和模型正演结果表明：当采用集中质量矩阵双线性插值有限元算法时，为了

有效地压制数值频散，在所使用震源子波的峰值频率对应的波长内，采样点数目应不少于２０
个；减小网格长度的纵横比可以有效地抑制入射角（波传播方向与ｚ轴的夹角）较小的地震波

的数值频散；地震波频率越高，传播速度越慢，频散越严重，尤其是当相速度与其所对应的

频率比值小于２倍空间采样间隔时，不仅会出现严重的数值频散，还会出现假频现象．
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引言

波动方程数值模拟是深入研究地震波传播规律的有效方法，而有限元法是模拟地震波
在地球介质中传播最常用的方法之一，特别是对复杂介质进行数值模拟时．采用有限元法
对连续介质进行空间离散会对地震波传播的数值解引入频散误差，这是因为用离散代替连
续会引起精度上的误差，使得具有不同频率的地震波表现为不同的相速度，从而导致波场
发生频散（董良国，李培明，２００４），这类误差可以通过数值频散（网格频散）来描述．数值
频散程度直接决定着地震波的数值模拟效果，因此压制数值频散对提高正演模拟精度具有
非常重要的作用．为此，Ｍｕｌｌｅｎ和Ｂｅｌｙｔｓｃｈｋｏ（１９８２）采用双线性四边形单元和线性三角形
单元在网格布局、质量矩阵等方面对二维声波方程的频散问题进行研究，得出了矩形网格
比三角形网格具有更高精度的结论；Ａｂｂｏｕｄ和Ｐｉｎｓｋｙ（１９９２）对三维声波方程有限元法数
值频散进行相应研究，得到了最优网格离散的方法；Ｌｉｕ等（１９９４）分析了有限元不规则网
格中波动的频散特性，结果显示当使用不恰当的单元时会导致相速度大于介质的真实速
度；Ｃｈｒｉｓｔｏｎ（１９９９）研究了质量矩阵对频散的影响，并采用集中质量矩阵与一致质量矩阵
的线性组合来压制数值频散；房营光和莫海鸿（２０００）采用含有频率的高阶位移函数对有限
元网格中波动的频散与稳定性条件进行了改进；Ｄｅ　Ｂａｓａｂｅ和Ｓｅｎ（２００７）通过数值求解方
法对高阶四边形谱元法进行了分析，并且证明高阶谱元法能够较好地压制数值频散；Ｓｅｒｉ－
ａｎｉ和Ｏｌｉｖｅｉｒａ（２００８）分析了弹性波谱元法数值模拟中的频散，结果表明高阶谱元法能够较
好地压制数值频散；薛东川和王尚旭（２００８）研究了一致质量矩阵和集中质量矩阵对数值频
散的影响，并采用二者的组合形式来压制数值频散，最终得到当速度为２．５—４．０ｋｍ／ｓ时
最优组合系数为０．５．
在前人研究成果的基础上，本文将采用４节点四边形单元和集中质量矩阵得到二维声

波方程的数值频散函数，以此来分析影响数值频散的因素，以期从理论和数值模拟实例上
证明空间采样间隔、网格的纵横长度比、入射方向、地震波频率以及地层速度等因素对有
限元法数值频散的影响，为提高声波方程有限元数值模拟精度及降低计算成本等提供
参考．

１　有限元算法频散的理论分析

１．１　集中质量矩阵双线性插值有限元算法声波方程数值模拟的频散函数
我们使用伽勒金（Ｇａｌｅｒｋｉｎ）法求解二维标量波动方程，得到有限元方程组（杜世通，
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１９８２）为

Ｍｅ
２ｕｅ
ｔ２ ＋

Ｋｅｕｅ＝０， （１）

式中，Ｋｅ和Ｍｅ分别为单元刚度矩阵和单元一致质量矩阵，ｕｅ为单元节点位移列向量．单
元刚度矩阵和单元一致质量矩阵均为实对称且正定．计算出每一个单元的刚度矩阵和一致
质量矩阵后，将其集成为总体的刚度矩阵Ｋ和一致质量矩阵Ｍ，得到整体有限元方程组

Ｍ
２ｕ
ｔ２ ＋

Ｋｕ＝０， （２）

其中ｕ为所有节点位移列向量．采用４节点四边形单元时，相应的形函数为

Ｎ１ ＝ １４
（１－ε）（１－η）

Ｎ２ ＝ １４
（１－ε）（１＋η）

Ｎ３ ＝ １４
（１＋ε）（１＋η）

Ｎ４ ＝ １４
（１＋ε）（１－η

烅

烄

烆
）

． （３）

一旦确定了形函数，式（１）中单元刚度矩阵和单元一致质量矩阵的表达式可变为

Ｋｅ＝ｃ２Ωｅ
Ｎ
ｘ
Ｎ
（ ）ｘ Ｔ

＋Ｎｚ
Ｎ
（ ）ｚ［ ］

Ｔ
ｄｘｄｚ， （４）

Ｍｅ＝Ωｅ
ＮＮＴｄｘｄｚ， （５）

式中，ｃ为介质的真实速度，ＮＴ＝［Ｎ１，Ｎ２，Ｎ３，Ｎ４］．
采用等参单元和高斯（Ｇａｕｓｓ）数值积分，单元刚度矩阵和单元一致质量矩阵可具体表

示为（Ｍｕｌｌｅｎ，Ｂｅｌｙｔｓｃｈｋｏ，１９８２；徐世浙，１９９４）

Ｋｅ＝ｃ
２

３

γ＋１γ
γ
２－

１
γ －１２ γ＋

１（ ）γ １
２γ－γ

γ
２－

１
γ γ＋１γ

１
２γ－γ －１２ γ＋

１（ ）γ
－１２ γ＋

１（ ）γ １
２γ－γ γ＋１γ

γ
２－

１
γ

１
２γ－γ －１２ γ＋

１（ ）γ γ
２－

１
γ γ＋１

熿

燀

燄

燅γ

， （６）

Ｍｅ＝
（Δｘ）２γ
３６

４　２　１　２
２　４　２　１
１　２　４　２

熿

燀

燄

燅２　１　２　４

， （７）

其中γ＝Δｚ／Δｘ，Δｘ为横向采样间隔，Δｚ为纵向采样间隔．
在采用有限元算法进行地震波数值模拟时，为了避免矩阵求逆的大量运算，一般采用

单元集中质量矩阵代替单元一致质量矩阵．单元集中质量矩阵表示为
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　图１　无限大均匀网格的部分示意图

　Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　ａ　ｐａｒｔ　ｏｆ　ａｎ
　ｕｎｂｏｕｎｄｅｄ　ｕｎｉｆｏｒｍ　ｍｅｓｈ

　　　Ｍｌｅ＝
（Δｘ）２γ
４

１　０　０　０
０　１　０　０
０　０　１　０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

． （８）

　　如图１所示，节点（ｍ，ｎ）处的坐标为（ｍΔｘ，

ｎΔｚ）．根据平面波理论得到该节点（ｍ，ｎ）处的位移
值为（孙成禹，２００７）

ｕｍ，ｎ ＝Ａｅｘｐ［ｉ　ｋ（ｍΔｘｃｏｓθ＋ｎΔｚｓｉｎθ）－ｉωｔ，（９）
式中，Ａ为振幅，ｋ为波数，ω为角频率，θ为平面波
传播方向与ｘ轴的夹角．相速度ｃｐ为

ｃｐ＝ωｋ ． （１０）

　　采用单元集中质量矩阵，得到节点（ｍ，ｎ）处的
位移与周围相关节点的位移关系（推导过程，详见附录）为

（Δｘ）２γ
２ｕｍ，ｎ
ｔ２ ＋ｃ

２

６γ
［８（γ２＋１）ｕｍ，ｎ－（γ２＋１）（ｕｍ＋１，ｎ＋１＋ｕｍ＋１，ｎ－１＋ｕｍ－１，ｎ－１＋ｕｍ－１，ｎ＋１）＋

２（γ２－２）（ｕｍ，ｎ－１＋ｕｍ，ｎ＋１）－２（２γ２－１）（ｕｍ－１，ｎ＋ｕｍ＋１，ｎ）］＝０． （１１）
将式（９）代入式（１１），得到

ω２ ＝ ｃ２
３γ２（Δｘ）２

［４（γ２＋１）－（γ２＋１）（ｆ１＋ｆ２）＋２（γ２－２）ｆ３－２（２γ２－１）ｆ４］，（１２）

其中

ｆ１ ＝ｃｏｓ［ｋΔｘ（ｃｏｓθ＋γｓｉｎθ）］

ｆ２ ＝ｃｏｓ［ｋΔｘ（ｃｏｓθ－γｓｉｎθ）］

ｆ３ ＝ｃｏｓ（ｋΔｘγｓｉｎθ）

ｆ４ ＝ｃｏｓ（ｋΔｘｃｏｓθ

烅

烄

烆 ）

．

再将式（１０）代入式（１２），得到

ｃｐ
ｃ ＝

槡３
３γｋΔｘ

４（γ２＋１）－（γ２＋１）（ｆ１＋ｆ２）＋２（γ２－２）ｆ３－２（２γ２－１）ｆ槡 ４ ．（１３）

　　式（１３）即为集中质量矩阵双线性插值有限元算法声波方程数值模拟的频散函数．利用
该式可以对集中质量矩阵双线性插值有限元算法在地震波数值模拟中的频散特征进行分

析．显然，对同一频率而言，若ｃｐ／ｃ值远大于或远小于１，则会发生严重的频散，若ｃｐ／ｃ值
为１，则不存在频散．
１．２　网格纵横长度比及地震波传播方向对频散的影响
图２和图３分别给出了频散随平面波传播方向和网格纵横长度比γ的变化情况，且均

假定ｋΔｘ＝π／２．由图２和图３可见：① 当γ值小于或等于某一常数γ′时（图３中γ′约为
０．４），随着θ的增加，频散逐渐减小；当γ值大于γ′时，随着θ的增加，频散先增加，后减
小（图３）；② 对同一入射角而言，单元网格纵横长度比越小，ｃｐ／ｃ值越大，也就是说频散
越弱；值得注意的是，当θ值为０°（即平面波沿水平方向传播）时，频散不随γ而改变（图
３）；③ 当单元网格纵横长度比值γ为１且θ为４５°时，频散最为严重（图２）；④ 减小γ值对
压制大角度（波传播方向与ｘ轴的夹角）传播的地震波的数值频散效果更为显著（图３）；⑤
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采用集中质量矩阵进行地震波数值模拟时，相速度小于地层真实速度，即频散误差滞后于
真实信号（图２，３）；⑥ 在不同的传播方向上，相速度不相同（图２），这说明各向同性连续
介质经离散化后会表现为频散各向异性，且其性质与单元尺寸的比值γ以及传播方向
有关．

图２　频散ｃｐ／ｃ随平面波传播方向θ的变化

　　　Ｆｉｇ．２　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ　ｃｐ／ｃ　ｗｉｔｈ
　　　ｔｈｅ　ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ　ｄｉｒｅｃｔｉｏｎθ

图３　频数ｃｐ／ｃ随网格纵横长度比γ的变化

Ｆｉｇ．３　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ　ｃｐ／ｃ　ｗｉｔｈ
ｔｈｅ　ｒａｔｉｏ　ｏｆ　ｖｅｒｔｉｃａｌ　ｔｏ　ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌγ

　　根据上述分析可知，减小网格的纵横长度比可以减弱数值频散，然而对于传播方向不
同的地震波，其减弱程度是不一样的．
１．３　空间采样间隔对频散的影响
取奈奎斯特（Ｎｙｑｕｉｓｔ）频率时，ｋΔｘ的值等于π，因此当我们计算ｃｐ／ｃ时，ｋΔｘ的取值

范围为０—π（Ｌｉｕ，Ｓｅｎ，２００９）．
图４给出了θ取不同值时，ｃｐ／ｃ随ｋΔｘ的变化情况．可以看出：① 频散随ｋΔｘ的增加而

增强，即网格越大，频散越严重；② 当ｋΔｘ≤０．３３３时，ｃｐ／ｃ值大于０．９９５，此时可以忽略
频散误差．换言之，若要有效地压制数值频散，单元网格的最大边长应小于或等于λ／２０（λ
为震源峰值频率所对应的波长）；③ 当ｋΔｘ值接近于０时，ｃｐ／ｃ值接近于１，此时频散几乎

图４　θ取不同值时ｃｐ／ｃ随ｋΔｘ的变化
（ａ）γ＝１；（ｂ）γ＝０．４

Ｆｉｇ．４　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｃｐ／ｃ　ｗｉｔｈ　ｋΔｘｆｏｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆθ
（ａ）γ＝１；（ｂ）γ＝０．４
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不受波传播方向及单元网格纵横长度比的影响；④ 由图２可看出，在γ＝１的情况下，当

０°≤θ≤４５°时，频散随θ值的增加而增强，当４５°＜θ≤９０°时，频散随θ值的增加而减弱．其
中当θ＝４５°时，频散最为严重，并且频散以θ＝４５°为对称．因此，对于同一ｋΔｘ而言，θ取

４５°时数值频散最严重，然后依次为３０°、２０°、０°．由于其对称性，θ＝３０°与θ＝６０°以及θ＝
０°与θ＝９０°对应的曲线重合；⑤ 当γ＝０．４时，频散随θ值的增加而减弱（图３），出现图４ｂ
所示结果．因此在采用集中质量矩阵双线性插值有限元算法进行地震波数值模拟时，根据
所选震源子波的峰值频率以及地层的速度来确定单元网格的大小，可以有效地压制数值
频散．
１．４　地震波频率对频散的影响
在实际介质中传播的地震波由不同频率分量组成，因此研究频率对地震波数值模拟频

散的影响对提高地震波场正演模拟精度也具有指导意义．现假定地层的真实速度为２．０ｋｍ／ｓ，

　图５　地层真实速度为２．０ｋｍ／ｓ时的

　相速度ｃｐ 与角频率ω关系

　Ｆｉｇ．５　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｐｈａｓｅ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ
　ｃｐａｎｄ　ａｎｇｕｌａｒ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙωｗｈｅｎ　ｔｈｅ
　ｒｅａｌ　ｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ｉｓ　２．０ｋｍ／ｓ

单元网格纵横长度比为１，波传播方向与ｘ轴
的夹角为４５°．将上述参数代入式（１３）可以得
到ｃｐ 与ω的隐式关系．当分别采用１ｍ×１
ｍ、２ｍ×２ｍ、３ｍ×３ｍ、５ｍ×５ｍ和１０ｍ
×１０ｍ的空间网格尺寸时，通过该隐式关系，
得到ｃｐ与角频率ω的关系（图５）．
由图５可看出：① 随着频率的增加，相速

度减小，数值频散增强，零频率分量的传播速
度等于地层真实速度；② 在同一频率下，网格
越小，相应的数值频散越弱；③Δｘ＝１０ｍ的曲
线形态与其它曲线有所不同，这是由于当角频
率增大到某一特定值后，曲线朝着频率减小的
方向发生逆转，出现“假频”现象所致．对这一
现象，本文在后面将给出具体分析．总之，在
相同网格间距的情况下，地震波频率越高，相
应的相速度越低，频散越严重．因此高频地震波的频散对数值模拟的精度有很大影响．
１．５　速度变化对频散的影响
以网格为５ｍ×５ｍ，平面波传播方向与ｘ轴的夹角为９０°，介质速度分别为０．５，１．０，

１．５，２．０ｋｍ／ｓ为例来研究介质速度对频散的影响．将ｋ＝ω／ｃｐ 代入式（１３），得到ｃｐ 与ω
频散关系，这是一个隐式函数，通过其可以求出各个频率对应的相速度ｃｐ（ω）．当速度不同
时，ｃｐ／ｃ与ω之间的关系如图６所示．可以看出，随着角频率的增加，相速度降低．当频率
增大到某一特定值后，曲线朝着频率减小的方向发生逆转，使低频成分由于折叠作用而发
生畸变．图中发生逆转的那个点所对应的频率即为折叠频率．总之，在相同单元网格尺寸
下，地层速度越小，数值频散程度就越大，且对应的折叠频率越小．大于折叠频率的频谱
成分被折叠到低频成分之上，使原始频谱被彻底改造．引起频谱发生畸变的那部分频率统
称为假频．
图７给出了不同频率分量的波长与角频率的关系．可见，随着角频率的增加，相应频

率的波长减小．在波长为１０ｍ处，４条曲线均发生逆转，其所对应的频率即为折叠频率．
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根据奈奎斯特定理可知，不产生假频的条件是在一个波长的距离上至少采到２个样点（孙
成禹等，２００９）．由于我们使用的网格为５ｍ×５ｍ，因此不产生假频的必要条件是波长至
少大于１０ｍ．根据图６或图７，可以直接读出不同速度地层的折叠频率，其值与理论值相
一致．

图６　不同介质速度时的ｃｐ／ｃ与ω关系

Ｆｉｇ．６　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｃｐ／ｃ　ｗｉｔｈω
ｆｏｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｍｅｄｉｕｍ　ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ

图７　不同地层速度ｃ时的不同频率

分量波长与ω关系

Ｆｉｇ．７　Ｖａｒｉａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ　ｗｉｔｈω
ｆｏｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｒｅａｌ　ｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ

２　数值模拟结果分析

假设均匀介质模型的速度为２．０ｋｍ／ｓ，计算区域为２．１ｋｍ×２．１ｋｍ，基于此模型对
上述定量分析结果进行验证．震源为４０Ｈｚ主频的雷克子波（发震时刻ｔ０ 为１０ｍｓ），位于
模型中央，时间步长为０．２ｍｓ．从图８ａ－－ｄ中可以看到：网格越大，波前面的散开越明显，
相应的数值频散越严重；网格越小，几乎只能看到一个波前面，则相应的数值频散现象越
不明显．当采用３ｍ×３ｍ的网格（图８ｂ）时，可以看到微弱的频散；当采用２．５ｍ×２．５ｍ
的网格（图８ｃ）时，频散被有效地压制．在这个模型中，震源峰值频率对应的波长为５０ｍ，
所以当ｋΔｘ＝０．３３３时，Δｘ的值约为２．５ｍ．该结果与上述分析结果一致．将图８ａ与图

８ｅ－－ｈ进行对比可看出，减小γ值可以显著地压制数值频散，其压制程度也与波的传播方向
有关．
现将震源的主频改为１００Ｈｚ，其它条件保持不变，得到网格依次为２ｍ×２ｍ和１ｍ×

１ｍ的波场快照，如图９所示．对比图９ａ与图８ｄ的波场快照可见，增大震源主频会增强波
场的数值频散，减小网格尺寸会减弱波场的数值频散．因此，在进行地震波传播数值模拟
时，合理选取震源的主频和网格大小均可以提高数值模拟精度及计算效率．
为了进一步验证有限元算法频散理论的准确性，我们又设计了含一低速夹层的介质模

型．该模型宽度为１．８ｋｍ，纵深为１．８ｋｍ，薄层厚度为９０ｍ，各层的速度由浅至深依次
为２．０，１．２，２．５，３．０ｋｍ／ｓ（图１０）．震源为４０Ｈｚ主频的雷克子波，位于（９００ｍ，１５０ｍ）
处，检波器与震源处于同一行，时间采样间隔为０．４ｍｓ．分别采用３ｍ×３ｍ、３ｍ×１．５ｍ
和１．５ｍ×１．５ｍ的网格进行数值模拟，得到如图１１所示的单炮记录．
对比图１１中不同网格的单炮记录可见：当采用大网格时，由于低速层的影响（低速层

内每个波长上的采样点过少），使得地震波经过低速层后出现严重的数值频散（如ａ图中③
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图９　震源主频为１００Ｈｚ时在０．４６ｓ时的波场快照
（ａ）网格为２ｍ×２ｍ；（ｂ）网格为１ｍ×１ｍ

Ｆｉｇ．９　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓ　ｏｆ　ａｃｏｕｓｔｉｃ　ｗａｖｅ　ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ　ａｔ　０．４６ｓｗｈｅｎ　ｔｈｅ　ｐｅａｋ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｏｆ　ｓｏｕｒｃｅ　ｗａｖｅｌｅｔ　ｉｓ　１００Ｈｚ

（ａ）Ｔｈｅ　ｓｉｚｅ　ｏｆ　ｇｒｉｄ　ｉｓ　２ｍ×２ｍ；（ｂ）Ｔｈｅ　ｓｉｚｅ　ｏｆ　ｇｒｉｄ　ｉｓ　１ｍ×１ｍ

图１０　含一低速夹层的速度模型

Ｆｉｇ．１０　Ａ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ｍｏｄｅｌ　ｗｉｔｈ　ａ　ｌｏｗ－ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ｉｎｔｅｒｌａｙｅｒ

所示），并使低速层以下的高速层界面的反射波也出现严重的数值频散；减小单元网格的
纵向长度，数值频散得到明显压制，特别是传播方向与ｘ轴夹角较大的地震波的数值频散
（如ｂ图中方框所示部分），但由于单元网格横向尺寸过大，入射角（波传播方向与ｚ轴的夹
角）较大的地震波仍然会出现明显的数值频散；同时减小单元网格的纵向和横向尺寸，地
震波传播的数值频散会得到较好的压制（ｃ图）．综上，在有限元法地震波数值模拟过程中，
合理选取单元网格的横向和纵向尺寸，不仅可以保证数值模拟的精度，还可以提高计算
效率．
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图１１　网格分别为３ｍ×３ｍ（ａ）、３ｍ×１．５ｍ（ｂ）和１．５ｍ×１．５ｍ（ｃ）情况下的单炮记录

① 直达波；② 薄层顶界面反射波；③ 薄层底界面反射波；④ 薄层内二次反射波；⑤ 倾斜界面反射波

Ｆｉｇ．１１　Ｓｈｏｔ　ｒｅｃｏｒｄｓ　ｗｉｔｈ　ｇｒｉｄ　ｓｉｚｅｓ　ｏｆ　３ｍ×３ｍ（ａ），３ｍ×１．５ｍ（ｂ）ａｎｄ　１．５ｍ×１．５ｍ（ｃ）
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３　讨论与结论

采用集中质量矩阵双线性插值有限元算法对地震波进行数值模拟时，影响频散的因素
主要有空间采样间隔、单元网格纵横长度比、传播方向、地震波频率及地层速度等．本文
通过理论分析及数值模拟得到如下结论：

１）各向同性的连续介质经离散化后表现为频散各向异性，其性质与单元网格纵横长
度的比值及传播方向有关．
２）为了有效地压制数值频散，震源子波主频对应的波长内所包含的采样点数目应不
少于２０个．

３５９　５期　　　　　 　　　印兴耀等：有限元算法在声波方程数值模拟中的频散分析



３）减小单元网格的纵横比，可在一定程度上压制数值频散，特别是对于入射角（波传
播方向与ｚ轴的夹角）较小的地震波，数值频散压制效果尤为明显．
４）在其它条件相同的情况下，地震波的频率越高，其数值频散越严重．因此，进行地
震波数值模拟时，须根据实际情况合理选取震源子波的主频．
５）当模型含有低速地层时，如果按照高速地层的标准进行空间采样会导致严重的数
值频散，因此合理选取单元网格的纵向和横向长度对提高正演模拟精度及减小计算量具有
非常重要的作用．当地震波频率超过折叠频率后，会出现假频现象，这使得高于折叠频率
的地震波成分与低频成分混合在一起，导致观测到的地震波的频谱被彻底改造．
本文的频散分析基于区域是均匀、无边界，且单元为周期单元的假设，但在实际地震

波数值模拟中，为了较好地拟合起伏构造，一般采用不规则的四边形网格，因而只能通过
本文已有的结论推测一般情况下频散的特征．基于本文的核心思想，可以研究三角网格中
波动的数值频散特性，以便进一步完善有限元法地震波数值模拟的理论基础．

参　考　文　献

董良国，李培明．２００４．地震波传播数值模拟中的频散问题［Ｊ］．天然气工业，２４（６）：５３－－５６．

Ｄｏｎｇ　Ｌ　Ｇ，Ｌｉ　Ｐ　Ｍ．２００４．Ｄｉｓｐｅｒｓｉｖｅ　ｐｒｏｂｌｅｍ　ｉｎ　ｓｅｉｓｍｉｃ　ｗａｖｅ　ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｍｏｄｅｌｉｎｇ［Ｊ］．Ｎａｔｕｒａｌ　Ｇａｓ　Ｉｎｄｕｓ－

ｔｒｙ，２４（６）：５３－－５６（ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）．

杜世通．１９８２．变速不均匀介质中波动方程的有限元法数值解［Ｊ］．华东石油学院学报，６（２）：１－－２０．

Ｄｕ　Ｓ　Ｔ．１９８２．Ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｗａｖｅ　ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ　ｉｎ　ｎｏｎ－ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ　ｍｅｄｉｕｍ　ｗｉｔｈ　ｖａｒｉａｂｌｅ　ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ
［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｅａｓｔ　Ｃｈｉｎａ　Ｐｅｔｒｏｌｅｕｍ　Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ，６（２）：１－－２０（ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）．

房营光，莫海鸿．２０００．有限元网格中波动的频散与稳定性的一种改进方法［Ｊ］．地震工程与工程振动，２０（１）：２１－－２６．

Ｆａｎｇ　Ｙ　Ｇ，Ｍｏ　Ｈ　Ｈ．２０００．Ａｎ　ｉｍｐｒｏｖｅｄ　ｍｅｔｈｏｄ　ｆｏｒ　ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ　ａｎｄ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｗａｖｅ　ｍｏｔｉｏｎ　ｉｎ　ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｅｓｈｅｓ［Ｊ］．

Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｅａｒｔｈｑｕａｋｅ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　ａｎｄ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ，２０（１）：２１－－２６（ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）．

孙成禹．２００７．地震波理论与方法［Ｍ］．东营：中国石油大学出版社：３１－－３７．

Ｓｕｎ　Ｃ　Ｙ．２００７．Ｔｈｅｏｒｙ　ａｎｄ　Ｍｅｔｈｏｄｓ　ｏｆ　Ｓｅｉｓｍｉｃ　Ｗａｖｅｓ［Ｍ］．Ｄｏｎｇｙｉｎｇ：Ｃｈｉｎａ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　ｏｆ　Ｐｅｔｒｏｌｅｕｍ　Ｐｒｅｓｓ：３１－－３７（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ）．

孙成禹，宫同举，张玉亮，张文颖．２００９．波动方程有限差分法中的频散与假频分析［Ｊ］．石油地球物理勘探，４４（１）：

４３－－４８．

Ｓｕｎ　Ｃ　Ｙ，Ｇｏｎｇ　Ｔ　Ｊ，Ｚｈａｎｇ　Ｙ　Ｌ，Ｚｈａｎｇ　Ｗ　Ｙ．２００９．Ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｎ　ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ　ａｎｄ　ａｌｉａｓ　ｉｎ　ｆｉｎｉｔｅ－ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｗａｖｅ

ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｏｉｌ　Ｇｅｏｐｈｙｓｉｃａｌ　Ｐｒｏｓｐｅｃｔｉｎｇ，４４（１）：４３－－４８（ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）．

徐世浙．１９９４．地球物理中的有限元法［Ｍ］．北京：科学出版社：１３５－－１４６．

Ｘｕ　Ｓ　Ｚ．１９９４．Ｆｉｎｉｔｅ　Ｅｌｅｍｅｎｔ　Ｍｅｔｈｏｄ　ｆｏｒ　Ｇｅｏｐｈｙｓｉｃｓ［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｓｃｉｅｎｃｅ　Ｐｒｅｓｓ：１３５－－１４６（ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）．

薛东川，王尚旭．２００８．利用组合质量矩阵压制数值频散［Ｊ］．石油地球物理勘探，４３（３）：３１８－－３２０．

Ｘｕｅ　Ｄ　Ｃ，Ｗａｎｇ　Ｓ　Ｘ．２００８．Ｕｓｉｎｇ　ｃｏｍｂｉｎｅｄ　ｍａｓｓ　ｍａｔｒｉｘ　ｔｏ　ｓｕｐｐｒｅｓｓ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ［Ｊ］．Ｏｉｌ　Ｇｅｏｐｈｙｓｉｃａｌ　Ｐｒｏｓｐｅｃ－

ｔｉｎｇ，４３（３）：３１８－－３２０（ｉｎ　Ｃｈｉｎｅｓｅ）．

Ａｂｂｏｕｄ　Ｎ　Ｎ，Ｐｉｎｓｋｙ　Ｐ　Ｍ．１９９２．Ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｔｈｒｅｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ　ｓｃａｌａｒ　ｗａｖｅ

ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｉｎｔ　Ｊ　Ｎｕｍｅｒ　Ｍｅｔｈ　Ｅｎｇｎｇ，３５（６）：１１８３－－１２１８．

Ｃｈｒｉｓｔｏｎ　Ｍ　Ａ．１９９９．Ｔｈｅ　ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｍａｓｓ　ｍａｔｒｉｘ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｄｉｓｐｅｒｓｉｖｅ　ｎａｔｕｒｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｅｍｉ－ｄｉｓｃｒｅｔｅ，ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ　ｗａｖｅ

ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔ　Ｍｅｔｈｏｄｓ　Ａｐｐｌ　Ｍｅｃｈ　Ｅｎｇｎｇ，１７３（１）：１４７－－１６６．

Ｄｅ　Ｂａｓａｂｅ　Ｊ　Ｄ，Ｓｅｎ　Ｍ　Ｋ．２００７．Ｇｒｉｄ　ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ　ａｎｄ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｃｒｉｔｅｒｉａ　ｏｆ　ｓｏｍｅ　ｃｏｍｍｏｎ　ｆｉｎｉｔｅ－ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄｓ　ｆｏｒ　ａｃｏｕｓｔｉｃ

ａｎｄ　ｅｌａｓｔｉｃ　ｗａｖｅ　ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｇｅｏｐｈｙｓｉｃｓ，７２（６）：Ｔ８１－－Ｔ９５．

Ｌｉｕ　Ｊ　Ｂ，Ｓｈａｒａｎ　Ｓ　Ｋ，Ｙａｏ　Ｌ．１９９４．Ｗａｖｅ　ｍｏｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｉｔｓ　ｄｉｓｐｅｒｓｉｖｅ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｉｎ　ａ　ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｏｄｅｌ　ｗｉｔｈ　ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎａｌ

ｅｌｅｍｅｎｔｓ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔ　Ｓｔｒｕｃｔ，５２（２）：２０５－－２１４．

４５９ 　地　　震　　学　　报　　　　　　　　　　　　　　　３６卷



Ｌｉｕ　Ｙ，Ｓｅｎ　Ｍ　Ｋ．２００９．Ａ　ｎｅｗ　ｔｉｍｅ－ｓｐａｃｅ　ｄｏｍａｉｎ　ｈｉｇｈ－ｏｒｄｅｒ　ｆｉｎｉｔｅ－ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ　ｍｅｔｈｏｄ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ａｃｏｕｓｔｉｃ　ｗａｖｅ　ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．

Ｊ　Ｃｏｍｐｕｔ　Ｐｈｙｓ，２２８（２３）：８７７９－－８８０６．

Ｍｕｌｌｅｎ　Ｒ，Ｂｅｌｙｔｓｃｈｋｏ　Ｔ．１９８２．Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｓｅｍｉｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　ｗａｖｅ

ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｉｎｔ　Ｊ　Ｎｕｍｅｒ　Ｍｅｔｈ　Ｅｎｇｎｇ，１８（１）：１１－－２９．

Ｓｅｒｉａｎｉ　Ｇ，Ｏｌｉｖｅｉｒａ　Ｓ　Ｐ．２００８．Ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｓｐｅｃｔｒａｌ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄｓ　ｆｏｒ　ｅｌａｓｔｉｃ　ｗａｖｅ　ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｗａｖｅ

Ｍｏｔｉｏｎ，４５（６）：７２９－－７４４．

附录

图１　共点单元示意图

带圈的数字为单元内编号，带下标大写字母为结构节点编号；ａ，ｂ，ｃ，ｄ为单元编号

Ａｐｐｅｎｄｉｘ　Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍｅ　ｏｆ　ｃｏｍｍｏｎ－ｐｏｉｎｔ　ｅｌｅｍｅｎｔ
Ｔｈｅ　ｃｉｒｃｌｅｄ　ｎｕｍｂｅｒｓ　ａｒｅ　ｔｈｅ　ｃｏｄｅ　ｏｆ　ｎｏｄｅｓ　ｉｎ　ａｎ　ｅｌｅｍｅｎｔ，ｔｈｅ　ｃａｐｉｔａｌ　ｌｅｔｔｅｒｓ
ｓｕｂｓｃｒｉｐｔｅｄ　ｉｓ　ｔｈｅ　ｎｕｍｂｅｒ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｎｏｄｅ．ａ，ｂ，ｃ，ｄａｒｅ　ｎｕｍｂｅｒ　ｏｆ　ｅｌｅｍｅｎｔｓ

　　以节点Ｊ２为例，节点Ｊ２对应总体刚度矩阵的第Ｊ２行，该行的非零元素如下：

ＫＪ２，Ｉ１ ＝ （Ｋｅ）
ａ
３，１＝－

ｃ２
６ γ＋ １（ ）γ ，　　　　　　ＫＪ２，Ｊ１ ＝ （Ｋｅ）

ａ
３，４＋（Ｋｅ）

ｂ
２，１＝

ｃ２
３ γ－ ２（ ）γ ，

ＫＪ２，Ｋ１ ＝ （Ｋｅ）
ｂ
２，４＝－

ｃ２
６ γ＋ １（ ）γ ，　　　　　　ＫＪ２，Ｉ２ ＝ （Ｋｅ）

ａ
３，２＋（Ｋｅ）

ｃ
４，１＝

ｃ２
３

１
γ －

２（ ）γ ，

ＫＪ２，Ｊ２ ＝ （Ｋｅ）
ａ
３，３＋（Ｋｅ）

ｂ
２，２＋（Ｋｅ）

ｃ
４，４＋（Ｋｅ）

ｄ
１，１＝

４ｃ２
３
（γ＋ １γ

），

ＫＪ２，Ｋ２ ＝ （Ｋｅ）
ｂ
２，３＋（Ｋｅ）

ｄ
１，４＝

ｃ２
３
（１
γ －

２γ），　　　ＫＪ２，Ｉ３ ＝ （Ｋｅ）
ｃ
４，２＝－

ｃ２
６
（γ＋ １γ

），

ＫＪ２，Ｊ３ ＝ （Ｋｅ）
ｃ
４，３＋（Ｋｅ）

ｄ
１，２＝

ｃ２
３
（γ－ ２γ

），　　　　ＫＪ２，Ｋ３ ＝ （Ｋｅ）
ｄ
１，３＝－

ｃ２
６
（γ＋ １γ

）

烅

烄

烆 ．

（１）

总体质量矩阵Ｍ 的第Ｊ２行、第Ｊ２列为

ＭＪ２，Ｊ２ ＝ （Ｍ
ｌ
ｅ）ａ３，３＋（Ｍｌｅ）

ｂ
２，２＋（Ｍｌｅ）

ｃ
４，４＋（Ｍｌｅ）

ｄ
１，１＝Δｘ２γ， （２）

式中，ＫＩ，Ｊ代表总体刚度矩阵的第Ｉ行、第Ｊ列，（Ｋｅ）ａｉ，ｊ代表第ａ个单元的刚度矩阵的第ｉ行、第ｊ列，质量矩阵的相关

表达式类推．

图１中各个点的位移表达式与正文图１相对应，把正文式（２）进行第Ｊ２行的运算可以得到

２　ｕｍ，ｎ
ｔ２

ＭＪ２，Ｊ２＋ｕｍ－１，ｎ－１ＫＪ２，Ｉ１＋ｕｍ，ｎ－１ＫＪ２，Ｊ１＋ｕｍ＋１，ｎ－１ＫＪ２，Ｋ１＋ｕｍ－１，ｎＫＪ２，Ｉ２＋

ｕｍ，ｎＫＪ２，Ｊ２＋ｕｍ＋１，ｎＫＪ２，Ｋ２＋ｕｍ－１，ｎ＋１ＫＪ２，Ｉ３＋ｕｍ，ｎ＋１ＫＪ２，Ｊ３＋ｕｍ＋１，ｎ＋１ＫＪ２，Ｋ３＝０， （３）

将式（１）以及式（２）代入式（３）整理后即可得到正文中的式（１１）．
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