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几种自由边界实施方法在完全
匹配层条件下的对比研究

＊
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（中国山东青岛２６６５８０中国石油大学（华东）地球科学与技术学院）

摘要　传统的完全匹配层技术是一种能够较为有效地消除边界反射的边界条件，但是当表层

为泊松比较高的自由表面时，该技术可能会产生不稳定的现象．针对传统的完全匹配层技术

固有的不稳定和掠射情况下吸收效果不佳等缺陷，发展了多轴完全匹配层、卷积完全匹配层

以及将两者结合的多轴卷积完全匹配层等３种边界条件．本文介绍了水平自由表面的不同处

理方法以及传统、多轴、卷积和多轴卷积等４种完全匹配层条件的原理，通过二维半无限空

间模型的交错网格有限差分正演模拟对比，分析了几种自由边界实施方法在这几种完全匹配

层条件下的稳定性，并通过提取单道波形与解析解进行对比，定性分析了水平自由表面几种

不同处理方法的准确性以及各自的适用条件．结果表明，泊松比和水平自由表面实施方法对

波场模拟效果及其稳定性有重要影响．
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引言

真实的地下介质空间是半无限大的，而在地震波数值模拟过程中，由于介质模型是有
限的，要人为地限定模拟区域，因此需要选取合适的边界条件来消除这种人为的边界反
射．Ｂｅｒｅｎｇｅｒ（１９９４）针对电磁波的传播情况，提出了一种完全匹配层（ｐｅｒｆｅｃｔｌｙ　ｍａｔｃｈｅｄ
ｌａｙｅｒ，简写为ＰＭＬ）边界条件；Ｃｏｌｌｉｎｏ和Ｔｓｏｈｋａ（２００１）将这种边界条件应用于弹性波数
值模拟方法中，并取得了较好的效果．完全匹配层技术已被证明是一种能够较为有效地消
除边界虚假反射的边界条件，但在使用有限差分法进行数值模拟的过程中，传统的ＰＭＬ
存在一定的缺陷．Ｚｅｎｇ等（２０１１）指出若地表为有面波存在的自由表面，当介质的泊松比较
高时，传统的ＰＭＬ算法会变得不稳定，但这种不稳定现象的产生与自由表面的处理方法
有关，不同自由表面的边界条件有不同的稳定性．
地球表面实际上是一个较强的阻抗突变界面，被称为自由表面．有限差分正演的准确

性部分取决于自由表面条件的设置（Ｌａｎ，Ｚｈａｎｇ，２０１０）．自由表面条件存在多种处理方
式．Ｚａｈｒａｄｎｉｋ（１９９５）从理论上证明，采用真空近似方法近似自由表面条件的精度为１阶．
Ｏｐｒｓａｌ和Ｚａｈｒａｄｎｉｋ（１９９９）将真空自由表面条件拓展到非均匀网格中，采用阶梯状网格来
近似地表形状，计算含有地形起伏的地震波传播过程．Ｌｅｖａｎｄｅｒ（１９８８）提出了地表法向应
力分量反对称的镜像方法，可以较准确地实现水平自由表面．此外，其他学者也提出了一
些水平自由表面的处理方法，包括修正有限差分近似（ａｄｊｕｓｔｅｄ　ｆｉｎｉｔｅ－ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ　ａｐｐｒｏｘｉｍａ－
ｔｉｏｎ，简写为ＡＦＤＡ）方法（Ｋｒｉｓｔｅｋ　ｅｔ　ａｌ，２００２）和特征量方法（Ｂａｙｌｉｓｓ　ｅｔ　ａｌ，１９８６）．在水平
自由表面的应力镜像方法中，存在多种虚拟层速度值的近似处理方法，张伟（２００６）对其进
行了阐述．
针对传统ＰＭＬ技术在掠射情况下存在的吸收效果不佳以及固有的不稳定性等缺陷，

有关研究人员从不同的角度提出了改进．其中典型的有卷积完全匹配层（ｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌ

ｐｅｒｆｅｃｔｌｙ　ｍａｔｃｈｅｄ　ｌａｙｅｒ，简写为Ｃ－ＰＭＬ）和多轴完全匹配层（ｍｕｌｔｉａｘｉａｌ　ｐｅｒｆｅｃｔｌｙ　ｍａｔｃｈｅｄ
ｌａｙｅｒ，简写为 Ｍ－ＰＭＬ）以及将两者结合在一起的多轴卷积完全匹配层（ｍｕｌｔｉａｘｉａｌ　ｃｏｎｖｏｌｕ－
ｔｉｏｎａｌ　ｐｅｒｆｅｃｔｌｙ　ｍａｔｃｈｅｄ　ｌａｙｅｒ，简写为 ＭＣ－ＰＭＬ）．
本文将以控制方程为１阶速度－应力方程的水平自由表面处理方法为基础，通过二维

半无限大模型的交错网格有限差分正演模拟，对比分析不同处理方法在几种完全匹配层条
件下的稳定性，并通过提取单道波形与解析解进行对比，以分析水平自由表面不同处理方
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法的准确性及各自的适用性．

１　方法原理

１．１　弹性波交错网格有限差分数值模拟
基于交错网格的有限差分方法在弹性波数值模拟中有着广泛的应用，其主要思想是，

图１　二维交错网格速度－应力空间　
分布图（引自Ｌｅｖａｎｄｅｒ，１９８８）　

Ｆｉｇ．１　Ｓｐａｔｉａｌ　ｓｔｅｎｃｉｌｓ　ｏｆ　ｔｗｏ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　
ｓｔａｇｇｅｒｅｄ　ｇｒｉｄ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ　

ａｎｄ　ｓｔｒｅｓｓ　ｕｐｄａｔｅ　
Ｄｏｔ　ａｎｄ　ｏｐｅｎ　ｃｉｒｃｌｅ　ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ　ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ　
ａｎｄ　ｖｅｒｉｃａｌ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ　ｏｆ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ，　
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ；ｓｏｌｉｄ　ｓｑｕａｒｅ　ａｎｄ　ｈｏｌｌｏｗ　
ｓｑｕａｒｅ　ｓｅｐａｒａｔｅｌｙ　ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ　ｎｏｒｍａｌ　
ｓｔｒｅｓｓ　ａｎｄ　ｔａｎｇｅｎｔｉａｌ　ｓｔｒｅｓｓ　

将弹性波中的运动微分方程、本构方程与几何方程
三者结合，整理出二维各向同性完全弹性介质的１
阶速度－应力波动方程形式，其具体表达式如下：
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， （１）

式中：ｖｘ 和ｖｚ 为速度分量；σｘｘ，σｚｚ和τｘｚ为应力分
量；λ和μ 为弹性拉梅常数；ρ为介质密度．式中，
速度和应力分量有着很好的空间交错性质，因此

Ｌｅｖａｎｄｅｒ（１９８８）提出采用交错网格将方程离散化．
通过图１所示的二维交错网格速度－应力的空间位置
分布，将式（１）离散化，从而实现交错网格有限差分
正演模拟．

１．２　水平自由地表的处理方法
在使用交错网格有限差分方法进行数值模拟的过程中，对于空间２　Ｎ 阶精度而言，计

算某个点上的导数值需要用到该点两侧Ｎ 个点的值，而对于靠近边界附近的点来说，会有
一部分所需点的值超过所给的模型范围．求取这些点的值的方法可以分为两类：一类是构
造虚拟层，虚拟层内的值通过一定的关系给出；另一类是不构造虚拟层，由模型内部已知
点的值或者自由表面边界条件求取所需未知量．
水平地表下的应力自由表面条件与速度自由表面条件分别为（张伟，２００６）
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烄

烆 ０
　　　　　　　　　 （２）

和

ｖｘ，ｚ ＝－ｖｚ，ｘ
ｖｙ，ｚ ＝－ｖｚ，ｙ

ｖｚ，ｚ ＝－ λ
λ＋２μ

（ｖｘ，ｘ＋ｖｙ，ｙ
烅

烄

烆
）
， （３）
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式中，ｖｉ，ｊ（ｉ，ｊ＝ｘ，ｙ，ｚ）为速度ｉ分量在ｊ方向上的空间导数；σｘｚ，σｙｚ和σｚｚ为应力分量．
由于控制方程为１阶速度－应力方程，同时包含速度和应力分量，因此应该同时满足速

度和应力自由表面条件．水平自由表面边界条件的处理方法主要有：

１）直接法，即直接采用２阶精度交错网格有限差分；

２）应力镜像法，即在地表处为零的应力分量具有反对称性质（Ｌｅｖａｎｄｅｒ，１９８８；

Ｇｒａｖｅｓ，１９９６；Ｐｉｔａｒｋａ，Ｉｒｉｋｕｒａ，１９９６；Ｒｏｂｅｒｔｓｓｏｎ，１９９６；Ｏｈｍｉｎａｔｏ，Ｃｈｏｕｅｔ，１９９７；

Ｇｏｔｔｓｃｈａｍｍｅｒ，Ｏｌｓｅｎ，２００１）．设地表位于ｚ＝ｚ０，向下为正，则有

σｚｚ（ｚ０－Δｚ）＝－σｚｚ（ｚ０＋Δｚ）

σｚｘ（ｚ０－Δｚ）＝－σｚｘ（ｚ０＋Δｚ｛ ）
． （４）

其中，应力镜像方法是应力自由表面条件的处理方案．与该方法联合使用的速度自由表面
的处理方式为：① 对于２阶精度交错网格有限差分，可以将自由表面设置在切应力所在格
点，这样不需要位于地表之上格点的速度分量值（Ｏｈｍｉｎａｔｏ，Ｃｈｏｕｅｔ，１９９７）；② 在内部使
用高阶格式，靠近边界处逐步降阶，最后在自由表面及下一层采用２阶格式．这样计算自
由表面下一层时则不需要位于边界之外的速度值（Ｊａｓｔｒａｍ，Ｔｅｓｓｍｅｒ，１９９４）；③ 在边界处
采用２阶格式展开速度自由表面条件，来获得虚拟层内的速度值（Ｇｒａｖｅｓ，１９９６）；④ 将虚
拟层的速度值取为零的简化处理方法（Ｒｏｂｅｒｔｓｓｏｎ，１９９６；Ｐｉｔａｒｋａ，Ｉｒｉｋｕｒａ，１９９６）；⑤ 紧
致差分格式，即利用自由边界条件及边界处已求出的值，采用内部相同精度的紧致差分格
式来计算其余边界格点的速度方向导数．紧致差分格式的一般形式为（Ｌｅｌｅ，１９９２）：

∑
Ｍ２

ｍ＝－Ｍ１

αｍｆｋ＋ｍ，ｚ ＝ ∑
Ｎ２

ｎ＝－Ｎ１
βｎｆｋ＋ｎ， （５）

式中，αｍ 和βｎ 为紧致差分格式的差分系数，ｆｋ＋ｍ，ｚ为变量ｆ在格点ｋ＋ｍ 处ｚ方向的导数
值，ｆｋ＋ｎ为ｆ位于格点ｋ＋ｎ的函数值．
１．３　几种完全匹配层的方法原理
完全匹配层技术的实质是坐标变换，传统ＰＭＬ在频率域的变换关系为（王守东，２００３）

珟ｘ（ｘ）＝ｘ－ｉω∫
ｘ

０
ｄｘ（ｓ）ｄｓ， （６）

珘ｘ ＝ ｉω
ｉω＋ｄｘｘ ＝

１
ｓｘ
ｘ， （７）

式中，ｘ和珟ｘ分别为变换前后的坐标，ｉ为虚数单位，ω为频率，ｄｘ 为ｘ方向的衰减系数，

ｘ 表示对ｘ求偏导，ｓｘ 是复拉伸函数，具体表达为

ｓｘ ＝
ｉω＋ｄｘ
ｉω ＝１＋ｄｘｉω

． （８）

　　Ｃ－ＰＭＬ对传统ＰＭＬ的坐标变换关系进行了改进，并通过不分裂的递推卷积实现，可
以改善掠射的吸收效果，以ｘ方向为例，其频率域坐标变换关系为（Ｋｏｍａｔｉｔｓｃｈ，Ｍａｒｔｉｎ，

２００７）

ｓｘ ＝κｘ＋
ｄｘ

αｘ＋ｉω
， （９）

式中αｘ≥０，κｘ≥１，二者均为引入的辅助吸收因子．
在时间域，
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珘ｘ ＝ １κｘｘ＋ψｘ
， （１０）

ψｘ 是记忆变量，可以通过下式递推得到：

ψ
ｎ
ｘ ＝ｂｘψ

ｎ－１
ｘ ＋ａｘ（ｘ）ｎ－１／２， （１１）

其中，ｂｘ＝ｅｘｐ［－（ｄｘ／κｘ＋αｘ）Δｔ］，ａｘ＝ｄｘ（ｂｘ－１）／［κｘ（ｄｘ＋κｘαｘ）］，Δｔ为时间步长．
Ｍ－ＰＭＬ从衰减系数的角度对传统ＰＭＬ进行了改进，在几个方向上同时引入衰减系

数，以达到稳定的目的，并通过分裂的形式得以实现（以ｘ方向为例）（Ｚｅｎｇ　ｅｔ　ａｌ，２０１１）．
ｄ（ｘ）ｘ ＝ｄｘ　　ｄ

（ｘ）
ｚ ＝０ （１２）

和

ｄ（ｘ）ｘ ＝ｄｘ　　ｄ
（ｘ）
ｚ ＝ｐ

（ｚ／ｘ）ｄ（ｘ）ｘ （１３）

分别为ＰＭＬ和 Ｍ－ＰＭＬ方法衰减因子的选取方式．其中ｄ（ｘ）ｘ 和ｄ
（ｘ）
ｚ 为衰减因子；ｐ

（ｚ／ｘ）为

不同方向衰减因子的比例系数，亦称为稳定性因子，通过调整稳定性因子可使计算结果稳定．
ＭＣ－ＰＭＬ则是将 Ｍ－ＰＭＬ中多个方向同时引入衰减因子的思想借鉴到Ｃ－ＰＭＬ的实施

过程中，同时保留Ｃ－ＰＭＬ的复频移坐标变换关系和不分裂的实现方法．

２　数值模拟

２．１　不同自由表面方法在几种完全匹配层条件下的稳定性比较
为了验证第一节中提到的６种自由表面边界条件的稳定性，本文设计了一个均匀半空

间模型，考虑地表为自由表面进行方法对比测试．计算的几何参数：纵波速度为５２０ｍ／ｓ，
密度为１　５００ｋｇ／ｍ３；计算区域为１００ｍ×５０ｍ，匹配层区域宽度为１０ｍ，空间采样间隔为

０．１ｍ×０．１ｍ，时间采样间隔为０．０５ｍｓ；震源主频为５０Ｈｚ，位于地表中央．
首先，考虑低泊松比情况．设模型的泊松比为０．２５，即横波速度为３００ｍ／ｓ，对上述６

种自由表面处理方法分别进行正演模拟．以应力镜像和紧致差分方法为例，其模拟结果如
图２所示．模拟结果显示，当泊松比较低时，传统ＰＭＬ算法在上述６种自由表面处理方法
下都较为稳定．
然后，将上述模型的泊松比设为０．４８，即横波速度为１０２ｍ／ｓ，同样对上述６种自由

表面处理方法分别进行正演模拟．图３ａ－－ｆ分别给出了传统ＰＭＬ算法在６种自由表面条件
下得到的地震记录．
由图３的地震记录对比可知：采用直接法、应力镜像－２阶格式以及应力镜像－虚拟层赋

零等３种处理方法时，传统ＰＭＬ算法是稳定的．为了进一步验证该算法在大时间尺度下
的稳定性，将模拟时间增加至２ｓ，以排除这几种方法的稳定性与时间的相关性．实验结果
表明：在长时间的模拟情况下，采用直接法和应力镜像－２阶格式这两种方法，传统ＰＭＬ
算法仍是稳定的；采用应力镜像－虚拟层赋零法时，在约１．９ｓ时刻由于数值溢出而导致计
算终止，因此大规模长时间情况下，用该方法处理是不稳定的；而采用应力镜像－降阶、应
力镜像－２阶速度展开以及应力镜像－紧致差分这３种方法时，从地震记录的红色区域可以
明显地看到不稳定现象，其由于不稳定而溢出的时间分别为１７０，１６９和１６７ｍｓ．
为方便比较不同的完全匹配层条件的稳定性，本文将几种完全匹配层技术在同一种处

理方法下的正演模拟结果进行对比．图４给出了泊松比为０．４８时采用应力镜像－紧致差分

８６９ 　地　　震　　学　　报　　　　　　　　　　　　　　　３６卷



距离/m 
150 200 

距离/m 
400 450 

距离/m 
150 200 

图2传统PML条件下采用应力镜像-紧致差分法/=115. 132，139和149 ms 

吋刻水平分li(a)与垂直分W(b)的波场快照（泊松比为0.25时） 

Fig. 2 Wavefielcl snapshots of horizontal (a) and vertical components (1)) computed by 

image and compact difference method when the Poisson ‘s ratio is 0. 25 with ihe classi 

PML at time instant /= 115• 132. 139 and 149 ms 

E
/
5/
迷

 

_
 

s
-
l
u
d
)
 

/
5
g
 

• E
d)

> 



图３　地震记录
（ａ）直接法；（ｂ）应力镜像－２阶格式法；（ｃ）应力镜像－降阶法；（ｄ）应力镜像－２阶速度展开法；

（ｅ）应力镜像－虚拟层赋零法；（ｆ）应力镜像－紧致差分法

Ｆｉｇ．３　Ｓｅｉｓｍｉｃ　ｒｅｃｏｒｄｓ
（ａ）Ｄｉｒｅｃｔ　ｍｅｔｈｏｄ；（ｂ）Ｓｔｒｅｓｓ　ｉｍａｇｅ　ａｎｄ　ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ　ｓｃｈｅｍｅ　ｍｅｔｈｏｄ；（ｃ）Ｓｔｒｅｓｓ　ｉｍａｇｅ　ａｎｄ　ｒｅｄｕｃｅｄ－ｏｒｄｅｒ
ｍｅｔｈｏｄ；（ｄ）Ｓｔｒｅｓｓ　ｉｍａｇｅ　ａｎｄ　ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ｅｖｏｌｖｉｎｇ　ｍｅｔｈｏｄ；（ｅ）Ｓｔｒｅｓｓ　ｉｍａｇｅ　ａｎｄ　ｆｉｃｔｉｔｉｏｕｓ　ｌａｙｅｒ

ａｓｓｉｇｎｓ　ｔｏ　ｚｅｒｏ　ｍｅｔｈｏｄ；（ｆ）Ｓｔｒｅｓｓ　ｉｍａｇｅ　ａｎｄ　ｃｏｍｐａｃｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ　ｍｅｔｈｏｄ

处理方法分别在传统ＰＭＬ，Ｃ－ＰＭＬ，Ｍ－ＰＭＬ以及 ＭＣ－ＰＭＬ条件下同一时刻的波场快照．
由图４的对比结果可以看出，在该介质模型中，传统ＰＭＬ和Ｃ－ＰＭＬ在高泊松比情况下是
不稳定的，而 Ｍ－ＰＭＬ和 ＭＣ－ＰＭＬ是稳定的．
鉴于图３中采用应力镜像－紧致差分、应力镜像－降阶以及应力镜像－２阶速度展开这３

种方法在高泊松比下出现的不稳定问题，本文选取这３种方法不同时刻的波场快照（图５），
来进一步分析其正演模拟过程出现不稳定现象的机理．
在图５ａ－－ｃ的波场快照中，ｔ＝１１５ｍｓ时，波传播到底部ＰＭＬ层，并没有引起ＰＭＬ层

和计算区域边界的虚假反射；ｔ＝１３２ｍｓ时，当波前面到达完全匹配层的左右上角的外边
界时，三者均在红色圆圈处出现了数值误差，且图５ａ和图５ｂ中的数值误差较图５ｃ更为明
显；随着波的传播，在ｔ＝１３９ｍｓ和ｔ＝１４９ｍｓ的波场快照上，左右上角的数值误差不断地
累积．这充分表明，这些情况下ＰＭＬ算法变得不稳定，最终会因为数值溢出而导致计算
终止．
由图５的波场快照还可以看到，不稳定现象最先出现在地表自由边界与左右完全匹配

层外边界相接触的地方．实验结果表明，将外边界的狄里赫利条件替换成垂直自由表面
时，也同样会产生不稳定的现象，究其原因可能是自由表面与左右完全匹配层物理截断相
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图４　传统ＰＭＬ（ａ）、Ｍ－ＰＭＬ（ｂ）、Ｃ－ＰＭＬ（ｃ）和 ＭＣ－ＰＭＬ（ｄ）条件下采用应力镜像－紧致差分法

得到的ｔ＝１３９ｍｓ时刻的波场快照（泊松比为０．４８）．图中画圈处为不稳定机理

Ｆｉｇ．４　Ｗａｖｅｆｉｅｌｄ　ｓｎａｐｓｈｏｔｓ　ｃｏｍｐｕｔｅｄ　ｂｙ　ｓｔｒｅｓｓ　ｉｍａｇｅ　ａｎｄ　ｃｏｍｐａｃｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ　ｍｅｔｈｏｄ　ｗｈｅｎ
ｔｈｅ　Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ　ｒａｔｉｏ　ｉｓ　０．４８ｗｉｔｈ　ＰＭＬ（ａ），Ｍ－ＰＭＬ（ｂ），Ｃ－ＰＭＬ（ｃ）ａｎｄ　ＭＣ－ＰＭＬ（ｄ）ａｔ

ｔｉｍｅ　ｉｎｓｔａｎｔ　ｔ＝１３９ｍｓ．Ｔｈｅ　ｒｅｄ　ｃｉｒｃｌｅ　ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ　ｔｈｅ　ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ

作用的结果．为了进一步验证不稳定现象产生的原因，本文进行了一系列的模型试算，具
体如下：

１）设计一个不带完全匹配层的模型，以研究仅仅自由表面的截断是否会产生不稳定．
实验结果显示没有不稳定现象的出现，这表明产生不稳定现象的原因不是自由表面单独作
用的结果．
　　２）将匹配层的厚度加大，以验证不稳定现象产生的时刻．实验结果表明，波不是一传
入完全匹配层即会产生不稳定，而是当传播到自由表面与完全匹配层的物理截断接触之
处，不稳定现象方才发生．
３）为了近一步验证２）中的实验结果，通过改变模型区域的大小和介质的速度来控制
波传播的时间．结果显示，在区域大小和速度均不相同的情况下，不稳定现象产生的时间
会发生改变．
通过上述一系列模型试算结果对比可以得出，不稳定现象的产生是自由表面与左右完

全匹配层物理截断相互作用的结果，当Ｐ－Ｓ转换波传播到此位置时才会产生不稳定现象，
这可能是不稳定现象最先出现在左右上角的原因．
２．２　不同自由表面条件的准确性对比

２．２．１　均匀半空间模型
为了讨论上述提及的水平自由表面处理方法在传统ＰＭＬ条件下的准确性，首先设计
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图５　传统ＰＭＬ边界条件下泊松比为０．４８时ｔ＝１１５，１３２，
１３９和１４９ｍｓ时刻的波场快照

（ａ）应力镜像－紧致差分法；（ｂ）应力镜像－降阶法；（ｃ）应力镜像－２阶速度展开法

Ｆｉｇ．５　Ｗａｖｅｆｉｅｌｄ　ｓｎａｐｓｈｏｔｓ　ｗｈｅｎ　ｔｈｅ　Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ　ｒａｔｉｏ　ｉｓ　０．４８ｗｉｔｈ　ｔｈｅ
ｃｌａｓｓｉｃａｌ　ＰＭＬ　ａｔ　ｔｉｍｅ　ｉｎｓｔａｎｔ　ｔ＝１１５，１３２，１３９ａｎｄ　１４９ｍｓ

（ａ）Ｓｔｒｅｓｓ　ｉｍａｇｅ　ａｎｄ　ｃｏｍｐａｃｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ　ｍｅｔｈｏｄ；（ｂ）Ｓｔｒｅｓｓ　ｉｍａｇｅ　ａｎｄ　ｒｅｄｕｃｅｄ－ｏｒｄｅｒ　ｍｅｔｈｏｄ；
（ｃ）Ｓｔｒｅｓｓ　ｉｍａｇｅ　ａｎｄ　ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ｅｖｏｌｖｉｎｇ　ｍｅｔｈｏｄ

２７９ 　地　　震　　学　　报　　　　　　　　　　　　　　　３６卷



了一个地表为自由表面的均匀半空间模型，模型大小为８００ｍ×６００ｍ，纵波速度为１２００ｍ／ｓ，
横波速度为６９３ｍ／ｓ，密度为２　０００ｋｇ／ｍ３，空间网格间距为２ｍ，时间步长为０．４ｍｓ，震
源位于（０，４ｍ）处，主频为１５Ｈｚ的雷克子波加载在垂直方向的集中力震源，分别采用６
种自由表面处理方法进行正演模拟，并选取距离震源（３００ｍ，２ｍ）的单道波形与解析解
（Ｄｅ　Ｈｏｏｐ，１９６０；田坤等，２０１３）进行对比，如图６所示．

图６　单道波形（虚线）与解析解（实线）的对比
（ａ）直接法；（ｂ）应力镜像－２阶格式法；（ｃ）应力镜像－降阶法；（ｄ）应力镜像－虚拟层

赋零法；（ｅ）应力镜像－２阶速度展开法；（ｆ）应力镜像－紧致差分法

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｗａｖｅｆｏｒｍｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ（ｄａｓｈｅｄ　ｌｉｎｅ）ａｎｄ　ａｎａｌｙｔｉｃａｌ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ（ｓｏｌｉｄ　ｌｉｎｅ）
（ａ）Ｄｉｒｅｃｔ　ｍｅｔｈｏｄ；（ｂ）Ｓｔｒｅｓｓ　ｉｍａｇｅ　ａｎｄ　ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ　ｓｃｈｅｍｅ　ｍｅｔｈｏｄ；（ｃ）Ｓｔｒｅｓｓ　ｉｍａｇｅ　ａｎｄ　ｒｅｄｕｃｅｄ－ｏｒｄｅｒ
ｍｅｔｈｏｄ；（ｄ）Ｓｔｒｅｓｓ　ｉｍａｇｅ　ａｎｄ　ｆｉｃｔｉｔｉｏｕｓ　ｌａｙｅｒ　ａｓｓｉｇｎｓ　ｔｏ　ｚｅｒｏ　ｍｅｔｈｏｄ；（ｅ）Ｓｔｒｅｓｓ　ｉｍａｇｅ　ａｎｄ　ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ

ｖｅｌｏｃｉｔｙ　ｅｖｏｌｖｉｎｇ　ｍｅｔｈｏｄ；（ｆ）Ｓｔｒｅｓｓ　ｉｍａｇｅ　ａｎｄ　ｃｏｍｐａｃｔ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ　ｍｅｔｈｏｄ

　　从图６的对比结果中可以看到，图６ｃ，ｅ和ｆ对应的应力镜像－降阶、应力镜像－２阶速
度展开和应力镜像－紧致差分这３种方法与解析解吻合得很好；由图６ｂ可看出，采用应力
镜像－２阶格式法，纵波以及面波的前半段能够与解析解有很好地吻合，后半部分有所偏
差；而图６ａ和图６ｄ中，采用直接法和应力镜像－虚拟层赋零的方法，与解析解相比误差较
大，究其原因，可能是由于直接法采用的空间精度较低，而虚拟层赋零法忽略了速度自由
边界条件的作用所致．
然后，将横波速度变为２４５ｍ／ｓ，即泊松比为０．４８，进行模型试算，结果显示，当泊松

比较高时，采用应力镜像－紧致差分法、２阶速度展开法以及降阶法均会出现不稳定的现
象，而直接法、应力镜像－虚拟层赋零以及应力镜像－２阶格式等３种方法是稳定的，因此选
取这３种方法进行正演模拟得到的单道波形与解析解进行对比，对比结果如图７所示．
　　由图７可看出，采用直接法、应力镜像－２阶格式法以及虚拟层赋零法，传统ＰＭＬ算法
仍是稳定的．通过与解析解的对比可知，采用直接法和应力镜像－２阶格式法，数值解能够
与解析解很好吻合，并且应力镜像－２阶格式法比直接法的准确性更高；而采用应力镜像－虚
拟层赋零法，虽然算法稳定，但其与解析解偏差较大，准确性较低．
２．２．２　层状模型
设计一个地表为自由表面的双层模型，模型的几何参数：计算区域为１００ｍ×５０ｍ，

匹配层宽度为１０ｍ；第一层纵波速度为５２０ｍ／ｓ，密度为１　５００ｋｇ／ｍ３，深度为２５ｍ；第二
层纵波速度为１　０００ｍ／ｓ，密度为１　５００ｋｇ／ｍ３；空间采样间隔为０．１ｍ×０．１ｍ，时间采样
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图７　单道波形（虚线）与解析解（实线）对比
（ａ）直接法；（ｂ）应力镜像－虚拟层赋零法；（ｃ）应力镜像－２阶格式法

Ｆｉｇ．７　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｗａｖｅｆｏｒｍｓ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ（ｄａｓｈｅｄ　ｌｉｎｅ）ａｎｄ　ａｎａｌｙｔｉｃａｌ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ（ｓｏｌｉｄ　ｌｉｎｅ）
（ａ）Ｄｉｒｅｃｔ　ｍｅｔｈｏｄ；（ｂ）Ｓｔｒｅｓｓ　ｉｍａｇｅ　ａｎｄ　ｆｉｃｔｉｔｉｏｕｓ　ｌａｙｅｒ　ａｓｓｉｇｎｓ　ｔｏ　ｚｅｒｏ　ｍｅｔｈｏｄ；

（ｃ）Ｓｔｒｅｓｓ　ｉｍａｇｅ　ａｎｄ　ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ　ｓｃｈｅｍｅ　ｍｅｔｈｏｄ

间隔为０．０１ｍｓ，震源主频为５０Ｈｚ，位于（０，１ｍ）处．
　　首先，考虑低泊松比的情况，设两层的泊松比均为０．２５，即第一层横波速度为３００ｍ／ｓ，
第二层横波速度为５７７ｍ／ｓ，分别采用１．２节中提及的６种水平自由地表处理方法进行正
演模拟．结果显示，对于该层状模型，在低泊松比情况下，采用这６种自由表面处理方法３
种算法均是稳定的．为了讨论层状介质中这６种方法在传统ＰＭＬ条件下的准确性，选取
距离震源（３０ｍ，０）的单道波形进行了对比，如图８所示．
由图８的波形对比可知，该单道波形中包含直达纵波、面波、反射纵波以及反射横波

的信息，采用应力镜像－虚拟层赋零法时，其单道波形与另外５种方法的结果有一定的偏
差，可能是由于该方法忽略了速度自由表面条件的影响所致．
然后，将两层的横波速度分别设为１０２ｍ／ｓ和２００ｍ／ｓ，即考虑泊松比为０．４８的情

况．通过数值模拟结果可知，采用应力镜像－紧致差分法、２阶速度展开法以及降阶法均会
出现不稳定现象；而采用直接法、应力镜像－２阶格式法以及虚拟层赋零法，传统ＰＭＬ算
法仍是稳定的．

图８　泊松比为０．２５时６种自由表面处理

方法在传统ＰＭＬ条件下的单道波形对比

① 直达Ｐ波；② 面波；③ 反射Ｐ波；④ 反射Ｓ波

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｗａｖｅｆｏｒｍｓ　ｗｉｔｈ　ｓｉｘ
ｆｒｅｅ－ｓｕｒｆａｃｅ　ｍｅｔｈｏｄｓ　ｕｎｄｅｒ　ｔｈｅ　ｃｌａｓｓｉｃａｌ
ＰＭＬ　ｗｈｅｎ　ｔｈｅ　Ｐｏｓｓｉｏｎ’ｓ　ｒａｔｉｏ　ｉｓ　０．２５

① Ｄｉｒｅｃｔ　Ｐ－ｗａｖｅ；②Ｓｕｒｆａｃｅ　ｗａｖｅ；③ Ｒｅｆｌｅｃｔｅｄ
Ｐ－ｗａｖｅ；④ Ｒｅｆｌｅｃｔｅｄ　Ｓ－ｗａｖｅ

图９　泊松比为０．４８时３种稳定自由表面处理

方法在传统ＰＭＬ条件下的单道波形对比

① 直达Ｐ波；② 面波；③ 反射Ｐ波；④ 反射Ｓ波

Ｆｉｇ．９　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｏｆ　ｗａｖｅｆｏｒｍｓ　ｏｆ　ｔｈｒｅｅ
ｓｔａｂｌｅ　ｆｒｅｅ－ｓｕｒｆａｃｅ　ｍｅｔｈｏｄｓ　ｕｎｄｅｒ　ｔｈｅ　ｃｌａｓｓｉｃａｌ
ＰＭＬ　ｗｈｅｎ　ｔｈｅ　Ｐｏｓｓｉｏｎ’ｓ　ｒａｔｉｏ　ｉｓ　０．４８

① Ｄｉｒｅｃｔ　Ｐ－ｗａｖｅ；②Ｓｕｒｆａｃｅ　ｗａｖｅ；③ Ｒｅｆｌｅｃｔｅｄ
Ｐ－ｗａｖｅ；④ Ｒｅｆｌｅｃｔｅｄ　Ｓ－ｗａｖｅ
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　　对于３种稳定的算法，本文提取了距离震源（３０ｍ，０）的单道波形进行了对比，如图９
所示．由对比结果可知，采用虚拟层赋零法，虽然算法稳定，但其单道波形与另外两种方
法的结果存在一定的偏差．
２．３　不同水平自由表面条件总结
通过上述稳定性和准确性的讨论，将传统的ＰＭＬ算法在不同水平自由表面条件下的

情况进行总结概括，如表１所示．

表１　传统ＰＭＬ在不同水平自由表面边界条件下的对比总结

Ｔａｂｌｅ　１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ａｍｏｎｇ　ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｐｌａｎａｒ　ｆｒｅｅ－ｓｕｒｆａｃｅ
ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｃｌａｓｓｉｃａｌ　ＰＭＬ

水平自由表面

处理方法
稳定性

准确性
（与解析解对比）

优势 劣势 适用性

直接法 在高、低泊松比的
情况下均稳定

低泊松比下偏差

较大；高泊松比
下吻合较好

计算简单，稳定 低泊松比下精度

较低

适用于泊松比

较高的介质

应力镜像－２
阶格式法

在高、低泊松比的
情况下均稳定

低泊松比下有所

偏差；高泊松比
下吻合较好

计算简单，稳定 低泊松比下精度

低，但比直接法
的精度高

适用于泊松比

较高的介质

应力镜像－降
阶法

低泊松比下稳定；
高泊松比下不稳定

低泊松比下吻合

较好

准确性较高 高泊松比下不稳

定，与内部高阶
精度不匹配

适用于泊松比

低的介质

应力镜像－２阶
速度展开法

低泊松比下稳定；
高泊松比下不稳定

低泊松比下吻合

较好

准确性较高 高泊松比情况下

不稳定

适用于泊松比

低的介质

应力镜像－虚
拟层赋零法

在高、低泊松比的
情况下均稳定

在高低泊松比下

均有较大偏差

方法简单，短时间
内稳定

大规模长时间不

稳定，精度较低

应力镜像－紧
致差分法

低泊松比下稳定；
高泊松比下不稳定

低泊松比下吻合

较好

准确性较高，与内
部高阶精度匹配

高泊松比情况下

不稳定

适用于泊松比

低的介质

　　由表１可知，不同的自由表面条件，其稳定性和准确性是不同的，因此适用条件也不
尽相同．当泊松比较低时，可采用应力镜像－降阶法、２阶速度展开法或紧致差分法，可以
在保证稳定性的同时提高模拟的精度；而在泊松比较高时，可采用直接法或者应力镜像－２
阶格式法，计算较为简单，也可采用改进的方法，即 Ｍ－ＰＭＬ或 ＭＣ－ＰＭＬ技术．实验结果
表明，这两种技术可以很好地解决上述３种方法在高泊松比情况下的不稳定问题．在实际
处理过程中，需要根据介质情况，结合每种处理方法各自的特点，选择合适的正演模拟方
法及边界条件进行数值模拟，从而保证正演模拟结果的稳定性、准确性和有效性．

３　讨论与结论

本文基于水平自由表面的不同处理方法以及完全匹配层条件的原理，通过二维半无限
大模型的交错网格有限差分正演模拟，对比分析了６种自由边界实施方法在 ＰＭＬ，

Ｍ－ＰＭＬ，Ｃ－ＰＭＬ和 ＭＣ－ＰＭＬ等４种完全匹配层条件下的稳定性，并通过提取单道波形与
解析解进行对比，分析了水平自由表面不同处理方法的准确性以及各自的适用条件，通过
模型试算得到如下认识：

１）泊松比和自由表面处理方法对波场模拟的效果和稳定性具有重要的影响，不同的
自由表面方法，其稳定性和准确性不同．在文中论及的６种水平自由表面实施方法中，直
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接法、应力镜像－２阶格式以及应力镜像－虚拟层赋零这３种处理方法，稳定性较好，但在低
泊松比情况下精度较低；而另外３种方法，即应力镜像－降阶法、应力镜像－２阶速度展开
法、应力镜像－紧致差分法，在低泊松比情况下的精度较高，但在高泊松比情况下，会出现
不稳定现象．
２）同一自由表面处理方法在不同完全匹配层条件下稳定性也有所差异．传统ＰＭＬ和

Ｃ－ＰＭＬ算法在高泊松比下是不稳定的，而 Ｍ－ＰＭＬ和 ＭＣ－ＰＭＬ算法是稳定的，并且相对
传统ＰＭＬ在吸收效果方面也有一定的改进．
３）在实际处理过程中，需要根据研究的出发点和实际的介质情况，结合每种自由表面
处理方法的稳定性、准确性以及计算效率等方面的特点，选择合适的方法进行地震波场正
演模拟．此外，方法适用范围从水平自由表面向起伏自由表面发展，对进一步解决复杂地
表的地震波正演模拟问题有重要意义．
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