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双相各向异性介质中弹性波传播

有限元方程及数值模拟


刘　洋　魏修成

（中国北京１０２２００石油大学ＣＮＰＣ物探重点实验室）

摘要　基于Ｂｉｏｔ双相各向异性介质理论和动态问题的哈密顿原理，推导出任意双相各向异性

介质中弹性波传播的有限元方程，并给出双相各向异性介质中弹性波有限元方程的数值解

法．最后进行有限元法的数值模拟，对双相各向异性介质中弹性波传播特征进行了模拟与

分析．
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引言

随着地震工程和能源地震勘探的深入发展，为了较精确描述地下含流体多孔介质，引

入了双相介质理论．Ｂｉｏｔ（１９５５，１９５６ａ，ｂ，１９６２）奠定了双相介质波动传播理论的基础．

Ｂｉｏｔ双向各向异性理论假定固体骨架是统计各向异性的；孔隙是连通的，孔隙中充满流体，

这类流体是各向同性的，具有粘滞性和可压缩性；骨架和流体之间存在相对位移，固体和

流体的接触面可以形成摩擦．Ｚｈｕ和 ＭｃＭｅｃｈａｎ（１９９１）对双相各向同性介质中弹性波波场

进行了数值模拟研究；Ｄａｉ等（１９９５）研究了双相各向同性介质中弹性波传播有限差分数值

模拟方法；刘银斌等（１９９４）分析了柱坐标系下横向各向同性多孔介质弹性波传播特征；魏

修成（１９９５）研究了双相各向异性介质中弹性波及耗散波理论，并进行了有限差分数值模拟

研究；刘洋和李承楚（１９９９，２０００）对双相各向异性介质中弹性波的传播特点进行了数值模

拟与分析．

地震波传播数值模拟是研究地下复杂地层的有效辅助手段．要想精确地模拟地震波在

地下介质中的传播，一方面要采用较为接近实际地层的地球物理模型；另一方面要采用高

精度的数值模拟算法来进行相应的模拟．本研究应用动态问题的哈密顿原理，导出了任意

双相各向异性介质中弹性波传播的有限元方程，并给出了双相各向异性介质中弹性波有限

元方程的数值解法．最后，进行了数值模拟实验，对双相各向异性介质中弹性波传播特征

进行了观测．

 国家８６３计划（２００１ＡＡ６０２０１１３）和国家“十五”科技攻关计划（２００１ＢＡ６０５Ａ１２）联合资助．

２００２０１２８收到初稿，２００２１２２７收到修改稿并决定采用．
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１　双相各向异性介质中弹性波传播有限元方程的导出

考虑二维问题，选用三角形网格进行剖分．设某三角形单元的３个节点分别为犻，犼和

犿，沿逆时针方向编号，这３个节点对应的坐标分别为（狓犻，狕犻）、（狓犼，狕犼）和（狓犿，狕犿），３个

节点的固相位移分别为（狌犻，狏犻，狑犻）、（狌犼，狏犼，狑犼）和（狌犿，狏犿，狑犿），３个节点的流相位移分

别为（珔狌犻，珔狏犻，珡狑犻）、（珔狌犼，珔狏犼，珡狑犼）和（珔狌犿，珔狏犿，珡狑犿），单元上任意点的固相位移犝 和珚犝 流相位

移分别表示为

犝 ＝ （狌，狏，狑）
Ｔ
　　　珚犝＝ （珔狌，珔狏，珡狑）

Ｔ （１）

其中，上标Ｔ表示向量或矩阵的转置．

１．１　单元上的能函数

单元上的动能犓犈为

犓犈 ＝
１

２
犛犲　

ρ１１
犝

（ ）狋
Ｔ
犝

狋
＋２ρ１２

犝

（ ）狋
Ｔ
珚犝

狋
＋ρ２２

珚犝

（ ）狋
Ｔ
珚犝

［ ］狋 ｄ狊＝
１

２
犛犲　

犝犲

（ ）狋
Ｔ

ρ１１犖
Ｔ犖
犝犲

狋
＋２

犝犲

（ ）狋
Ｔ

ρ１２犖
Ｔ犖
珚犝犲

狋
＋
犝犲

（ ）狋
Ｔ

ρ２２犖
Ｔ犖
珚犝犲

［ ］狋 ｄ狊 （２）

其中，狋表示时间；ρ１１，ρ１２和ρ２２表示固相、耦合相和流相的质量密度参数．

犝犲 ＝ （狌犻，狏犻，狑犻，狌犼，狏犼，狑犼，狌犿，狏犿，狑犿）
Ｔ

珚犝犲 ＝ （珔狌犻，珔狏犻，珡狑犻，珔狌犼，珔狏犼，珡狑犼，珔狌犿，珔狏犿，珡狑犿）
Ｔ （３）

犖＝ （犖犻（狓，狕）犐，犖犼（狓，狕）犐，犖犿（狓，狕）犐） （４）

犖犻（狓，狕）＝
１

２Δ犲

狓 狕 １

狓犼 狕犼 １

狓犿 狕犿 １

　　犖犼（狓，狕）＝
１

２Δ犲

狓 狕 １

狓犿 狕犿 １

狓犻 狕犻 １

犖犿（狓，狕）＝
１

２Δ犲

狓 狕 １

狓犻 狕犻 １

狓犼 狕犼 １

（５）

犐为３×３阶单位矩阵，Δ犲为三角形单元面积，｜●｜表示矩阵●的行列式．

单元上的势能犘犈为

犘犈 ＝
１

２
犛犲　

（σ
Ｔ犲＋狊ε）ｄ狊＝

１

２
犛犲　

（犝Ｔ
犲犌

Ｔ犆犜犌犝犲＋２犝
Ｔ
犲犌

Ｔ
犙犎珚犝犲＋珚犝

Ｔ
犲犚犎

Ｔ犎珚犝犲）ｄ狊 （６）

其中，σ＝（σ狓狓，σ狔狔，σ狕狕，σ狔狕，σ狕狓，σ狓狔）
Ｔ 为固相应力张量，犲＝（犲狓狓，犲狔狔，犲狕狕，犲狔狕，犲狕狓，犲狓狔）

Ｔ

为固相应变张量，狊表示孔隙流体有效压力，ε是孔隙流体的应变．犆为弹性参数矩阵，犆＝

［犮犻犼］６×６；犙为固相与流相耦合作用的弹性参数，犙＝［犙犻］６×１；犚为流体弹性参数．

犎＝ （γ犼犿，０，α犿犼，γ犿犻，０，α犻犿，γ犻犼，０，α犼犻） （７）

犌＝

γ犼犿 ０ ０ γ犿犻 ０ ０ γ犻犼 ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ α犿犼 ０ ０ α犻犿 ０ ０ α犼犻

０ α犿犼 ０ ０ α犻犿 ０ ０ α犼犻 ０

α犿犼 ０ γ犼犿 α犻犿 ０ γ犿犻 α犼犻 ０ γ犻犼

０ γ犼犿 ０ ０ γ犿犻 ０ ０ γ犻犼

烄

烆

烌

烎０

（８）
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α狅狆 ＝
狓狅－狓狆
２Δ犲

　　γ狅狆 ＝
狕狅－狕狆
２Δ犲

（其中，狅＝犻，犼或犿；狆＝犻，犼或犿） （９）

　　单元上的耗散能犇犈为

犇犈 ＝
１

２
犛犲　
∫

狋

０

犝

狋
－
犝

（ ）狋
Ｔ

犅
犝

狋
－
犝

（ ）狋 ｄ［ ］狋ｄ狊＝

１

２
犛犲　
∫

狋

０

犝犲

狋
－
犝犲

（ ）狋
Ｔ

犖Ｔ犅犖
犝犲

狋
－
犝犲

（ ）狋 ｄ［ ］狋ｄ狊 （１０）

其中，犅为耗散系数矩阵，且犅＝［犫犻犼］３×３．

单元上的外力势能犉犘为

犉犘 ＝
犛犲　

犝Ｔ犉狊ｄ狊＋
犛犲　

珚犝Ｔ犉犳ｄ狊＝
犛犲　

犝犲犖
Ｔ犉狊ｄ狊＋

犛犲　

犝Ｔ犖Ｔ犉犳ｄ狊 （１１）

其中，犉狊和犉犳 分别表示作用于固相和流相的外力．

１．２　有限元方程的导出

为了导出双相各向异性介质中弹性波传播的有限元方程，应用动态问题的哈密顿原

理，在时间区间［狋１，狋２］上对拉格朗日泛函积分，并使其变分为零，即

δ∫
狋
２

狋
１

犔ｄ狋＝δ∫
狋
２

狋
１

（犓犈－犘犈＋犇犈＋犉犘）ｄ狋＝０ （１２）

其约束条件为

δ犝（狋１）＝δ犝（狋２）＝０　　δ犝（狋１）＝δ犝（狋２）＝０ （１３）

　　在时间区间［狋１，狋２］上，应用哈密顿原理进行化简，并利用固相节点位移犝犲 和流相节

点位移犝犲的变分δ犝犲和δ犝犲的任意性，可得单元上的有限元方程为

（犕狊狊）犲

２犝犲

狋
２ ＋（犕狊犳）犲


２犝犲

狋
２ ＋（犆狊犳）犲

犝犲

狋
－（犆狊犳）犲

犝犲

狋
＋（犓狊狊）犲犝犲＋（犓狊犳）犲犝犲 ＝ （犜狊）犲

（１４ａ）

（犕狊犳）犲

２犝犲

狋
２ ＋（犕犳犳）犲


２犝犲

狋
２ －（犆狊犳）犲

犝犲

狋
＋（犆狊犳）犲

犝犲

狋
＋（犓狊犳）

Ｔ
犲犝犲＋（犓犳犳）犲犝犲 ＝ （犜犳）犲

（１４ｂ）

其中

（犕狊狊）犲 ＝
犛犲　

ρ１１犖
Ｔ犖ｄ狊　　　（犓狊狊）犲 ＝

犛犲　

犌Ｔ犆犌ｄ狊

（犕狊犳）犲 ＝
犛犲　

ρ１２犖
Ｔ犖ｄ狊　　　（犓狊犳）犲 ＝

犛犲　

犌Ｔ犙犎ｄ狊

（犕犳犳）犲 ＝
犛犲　

ρ２２犖
Ｔ犖ｄ狊　　　（犓犳犳）犲 ＝

犛犲　

犚犎Ｔ犎ｄ狊

（犆狊犳）犲 ＝
犛犲

犖Ｔ犅犖ｄ狊　 　　（犜狊）犲 ＝
犛犲　

犖Ｔ犉狊ｄ狊

（犜犳）犲 ＝
犛犲　

犖Ｔ犉犳ｄ

烅

烄

烆
狊

（１５）

对公式（１４ａ）和（１４ｂ）进行单元叠加，即可得整体有限元运动方程：
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犕狊狊

２犝

狋
２ ＋犕狊犳


２犝

狋
２ ＋犆狊犳

犝

狋
－
犝

（ ）狋 ＋犓狊狊犝＋犓狊犳犝 ＝犜狊 （１６ａ）

犕狊犳

２犝

狋
２ ＋犕犳犳


２犝

狋
２ －犆狊犳

犝

狋
－
犝

（ ）狋 ＋犓
Ｔ
狊犳犝＋犓犳犳犝 ＝犜犳 （１６ｂ）

　　这就是双相各向异性介质中弹性波传播的有限元方程组．式中，犕狊狊为固相总质量矩

阵，犕狊犳为固流相耦合总质量矩阵，犕犳犳为流相总质量矩阵；犓狊狊为固相总刚度矩阵，犓狊犳为双

相耦合总刚度矩阵，犓犳犳为流相总刚度矩阵；犆狊犳为双相总阻尼矩阵；犝 和犝 分别为固相和

流相所有节点位移的列向量；犜狊和犜犳 分别为固相和流相荷载向量．

如果仅考虑单相各向异性介质，流相参数、耦合参数均变为０，则方程简化为

犕狊狊

２犝

狋
２ ＋犓狊狊犝 ＝犜狊 （１７）

　　此方程与文献（吴春玲，顾贤明，１９９６；周辉等，１９９７）中的三维有限元方程退化到二

维后的形式是一致的，质量矩阵、刚度矩阵和荷载向量的表达式也是相同的．

２　有限元方程的数值解法

设双相各向异性介质中弹性波有限元方程组（１６ａ）、（１６ｂ）的初始条件为，已知

犝（狋）狘狋＝０　　犝（狋）狘狋＝０　　
犝（狋）

狋 狋＝０
　　

犝（狋）

狋 狋＝０

（１８）

由于式（１６ａ）和（１６ｂ）中包含了对时间的二阶导数项，所以要求解该方程组，必须要先求出

犝（Δ狋）和犝（Δ狋），Δ狋为时间步长．将犝（狋）和犝（狋）在狋＝Δ狋处按Ｔａｙｌｏｒ级数展开至三阶，有

犝（Δ狋）＝∑
３

犿＝０

（Δ狋）
犿

犿！

犿犝（狋）

狋
犿

狋＝０
　　犝（Δ狋）＝∑

３

犿＝０

（Δ狋）
犿

犿！

犿犝（狋）

狋
犿

狋＝０

（１９）

简记

犝′（０）＝
犝（狋）

狋 狋＝０
　　犝

″（０）＝

２犝（狋）

狋
２

狋＝０
　　犝

（０）＝

３犝（狋）

狋
３

狋＝０

（２０ａ）

犝′（０）＝
犝（狋）

狋 狋＝０
　　犝

″（０）＝

２犝（狋）

狋
２

狋＝０
　　犝

（０）＝

３犝（狋）

狋
３

狋＝０

（２０ｂ）

则犝″（０）和犝″（０）可由下列方程组

犕狊狊 犕狊犳

犕狊犳 犕［ ］
犳犳

犝″（０）

犝″（０［ ］）＝－
犓狊狊 犓狊犳

犓Ｔ狊犳 犓［ ］
犳犳

犝（０）

犝（０［ ］）－
犆狊犳 －犆狊犳

－犆狊犳 犆狊［ ］
犳

犝′（０）

犝′（０［ ］） （２１）

解出．上式是令（１６ａ）和（１６ｂ）方程中狋＝０得到的．

对方程（１６ａ）和（１６ｂ）求关于时间狋的一次导数，并取狋＝０，则可得出计算犝（０）和

犝（０）的方程组

犕狊狊 犕狊犳

犕狊犳 犕［ ］
犳犳

犝（０）

犝（０［ ］）＝－
犓狊狊 犓狊犳

犓Ｔ狊犳 犓［ ］
犳犳

犝′（０）

犝′（０［ ］）－
犆狊犳 －犆狊犳

－犆狊犳 犆狊［ ］
犳

犝″（０）

犝″（０［ ］） （２２）

　　在已知狋＝０和狋＝Δ狋时刻的固相和流相位移后，即可采用有限差分方法递推求解有限

元方程组（１６ａ）和（１６ｂ）．在具体求解时，关于时间的一阶和二阶导数，均采用二阶精度的

中心差分格式，从而式（１６ａ）和（１６ｂ）的差分方程可写为矩阵形式

犕狊狊＋０．５Δ狋犆狊犳 犕狊犳 －０．５Δ狋犆狊犳

犕狊犳 －０．５Δ狋犆狊犳 犕犳犳 ＋０．５Δ狋犆狊［ ］
犳

犝（狋＋Δ狋）

犝（狋＋Δ狋［ ］）＝
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２犕狊狊－（Δ狋）
２犓狊狊 ２犕狊犳 －（Δ狋）

２犓狊犳

２犕狊犳 －（Δ狋）
２犓Ｔ狊犳 ２犕犳犳 －（Δ狋）

２犓［ ］
犳犳

犝（狋）

犝（狋［ ］）－

犕狊狊－０．５Δ狋犆狊犳 犕狊犳 ＋０．５Δ狋犆狊犳

犕狊犳 ＋０．５Δ狋犆狊犳 犕犳犳 －０．５Δ狋犆狊［ ］
犳

犝（狋－Δ狋）

犝（狋－Δ狋［ ］） （２３）

这就是双相各向异性介质中弹性波有限元数值解的差分递推格式．

３　模拟结果与分析

３．１　波场快照分析

我们对模型１双相横向各向同性介质进行了数值模拟试验，参数见表１．介质倾角（指

与对称轴垂直的平面的倾角）为９０°，测线方向与该平面成４５°夹角．有限元法的三角形网

格三边长分别为１０，１０和 槡１０ ２ｍ，计算区域为１２００ｍ×１２００ｍ．递推步长为１ｍｓ，震

源位于模型中心，采用狓方向位移震源激发．

表１　模型１参数

固 相 参 数

犮１１ 犮１３ 犮３３ 犮４４ 犮６６ ρ１１

流相参数

犚 ρ２２

耦合参数

犙１ 犙３ 　ρ１２

耗散参数

犫１１ 犫３３

２６．４ ６．１１ １５．６ ４．３８ ６．８４ ２．１７ ０．３３１ ０．１９１ １．１４ ０．９５３ －０．０８３ ０．５００ ３．００

　注：① 介质为均匀双相横向各向同性，表中参数均表示自然坐标系下的弹性参数；②犮犻犼，犚，犙犻 的单位为

１０９ｋｇ／ｍ·ｓ２；犫犻犼的单位为ｋｇ／ｍ３·ｓ；ρ犻犼的单位为１０
３ｋｇ／ｍ３．

图１为对模型１进行数值模拟得到的７０和１４０ｍｓ波场快照对比图．图中分别显示了

固相位移狓分量、狔分量、狕分量，流相位移狓分量、狔分量和狕分量．

图２为利用Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ方程计算出的模型１的理论波前面位置图，图中显示了快纵

波、两类横波在１４０ｍｓ传播波前面位置．对图２和图１进行比较可以发现，利用有限元模

拟计算出的波场快照中波前面位置与理论位置是吻合的．

此外，由图１可以看出，图中传播最快的是快纵波，传播较慢的是波前面相互交叉的

第一类横波和第二类横波．由于慢纵波的传播速度慢、衰减快，所以难以观测到．由于流

体与固体骨架之间存在摩擦，所以在震源点呈现出静态模式，这一现象在流相中表现得更

为突出（流相位移狓分量和狕分量中）．图中的狔分量是由于固体骨架各向异性所产生的．

３．２　多层介质模拟

为了研究多层介质中地震波的传播规律，设计了一个层状介质模型，如表２所示．双

相ＴＩ介质参数如表３所示．表２中的方位角和倾角，分别是指与双相ＴＩ介质对称轴垂直

的平面的方位角和倾角．采用垂直地震剖面观测，观测面的方位角为４５°，三角形网格三边

长分别为１０，１０和 槡１０ ２ｍ，递推步长为１ｍｓ，震源位于深度１０ｍ的单元处，接收点位置

从深度０ｍ处开始，接收点垂向间距为１０ｍ，所有接收点偏离震源横向距离均为１００ｍ，

采用固相垂向初始位移作为激发条件．

　　图３为模拟得到的垂直地震剖面记录，有６个分量，分别为固相狓分量、狔分量、狕分

量，流相狓分量、狔分量、狕分量．图中Ｐ１ 表示快纵波，Ｓ表示横波，上标ｕ表示上行波，

上标ｄ表示下行波．为了使各种波能够在同一张图上显示出来，显示时采用自动增益控
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图１　模型１弹性波传播快照．上图从左至右依次为固相狓，狔，狕分量；下图从左至右依次

为流相狓，狔，狕分量（图片横向大小为３×１２００ｍ，纵向大小为１２００ｍ）

（ａ）时间为７０ｍｓ；（ｂ）时间为１４０ｍｓ

制．由图３可见，下行波在分界面上形成了反射波和透射波．由于各类波场都包含有固相

和流相分量，所以观测到的固相和流相波场时间特征一致，只是存在振幅和波形差异．尽

管激发产生的入射波场中不含有狔方向振动的波场，但是在狔分量记录上仍然观测到了地

震波场．这是因为，介质２是具有水平对称轴的ＴＩ介质，属于方位各向异性介质，而方位

各向异性中的两类横波一般是耦合在一起的．因此，地震波传播到与介质２形成的分界面

上时，产生的转换横波一般就包括两类横波，通常我们把在狓分量和狕分量上观测到的横

波称为ＳＶ波，在狔分量上观测到的横波称为ＳＨ波．在实际野外纵波源激发、三分量接收

的地震记录中，也会经常在狔分量记录上出现较强的地震波场，一种原因可能是由于地下

构造复杂，使得来自侧面的反射波场在狔分量上会有投影；另外一种原因就是地下介质存

在方位各向异性．
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图２　模型１的理论波前面位置图（由外向

内依次为快纵波和两类横波，横向和纵向

大小均为１２００ｍ，时间为１４０ｍｓ）

表２　模型２层状介质参数

层号 厚度／ｍ 介质 方位角／（°） 倾角／（°）

１ ４００ 双相ＴＩ介质１ ０ ０

２ ２００ 双相ＴＩ介质２ ０ ９０

３ ３００ 双相ＴＩ介质１ ０ ０

４　结论

本研究应用动态问题的哈密顿原理，推导出

了双相各向异性介质中弹性波传播的有限元方

程，并且给出了相应的数值解法．

采用所发展的方法，进行了均匀双相各向异

性介质中地震波传播的数值模拟，数值模拟计算

出的波场快照中波前面位置与理论位置是吻合的．最后针对一个３层水平层状介质模型进

行数值模拟，得到了垂直地震剖面．剖面上波场特征丰富，可见下行波及其在分界面上形

成的反射波和透射波，第二层介质的方位各向异性导致产生了狔方向上振动的地震波场．

图３　模型２垂直地震剖面
（ａ）固相狓分量；（ｂ）流相狓分量；（ｃ）固相狔分量；（ｄ）流相狔分量；（ｅ）固相狕分量；（ｆ）流相狕分量
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表３　模型２中的双相各向异性介质弹性参数

介质
固 相 参 数

犮１１ 犮１３ 犮３３ 犮４４ 犮６６ ρ１１

流 相 参 数

犚 ρ２２

耦 合 参 数

犙１ 犙３ 　ρ１２

耗 散 参 数

犫１１ 犫３３

双相ＴＩ介质１ ２６．４ ６．１１ １５．６ ４．３８ ６．８４ ２．１７ ０．３３１ ０．１９１ １．１４ ０．９５３ －０．０８３ ０．５００ ３．００

双相ＴＩ介质２ ６０．４ １７．５ ３５．７ ９．８３ １２．１ ３．１３ ０．４１ ０．４５５ ０．６２４ ０．５２０ －０．４２５ ４１．６ ２０８

　　注：犮犻犼，犚，犙犻的单位为１０９ｋｇ／ｍ·ｓ２；犫犻犼的单位为ｋｇ／ｍ３·ｓ；ρ犻犼的单位为１０
３ｋｇ／ｍ３．

采用本研究发展的数值模拟方法，可以进一步研究流体类型、骨架特征和地层形态等

因素对地震波传播的影响，为地震工程和能源勘探进行指导．
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中国科协２００３年学术年会即将召开

中国科协２００３年学术年会定于２００３年９月１３～１６日在辽宁省沈阳市召开。

现正式开始报名。

中国科协历届的年会都是具有３０００名左右代表参加的盛会。通过学术交流，

展示科技进展和学术观点，为努力发展先进生产力和先进文化，促进社会主义物

质文明和精神文明建设贡献力量。本次年会的主题为：“全面建设小康社会：中国

科技工作者的历史责任”。

会前正式出版论文摘要文集，现正在全面征集。本论文集不保留知识产权，

作者可继续向其它刊物投稿。本论文集由中国科学技术出版社出版。希望广大科

技工作者能将自己的最新科研成果展示于此。

请欲报名参加会议的代表上网（ｗｗｗ．ｃａｓｔ．ｏｒｇ．ｃｎ）查询中国科协２００３年学

术年会报名办法及征文通知，并按照中国科协２００３年学术年会通知中的各项规

定，进行报名、撰文和投稿。
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