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摘要　在多次透射公式的基础上，引进一衰减系数，用来模拟外行的衰减波，将透射公式推

广到考虑衰减波入射时的情形；并对衰减波入射时两种极限情形下（理想稳态和理想暂态情

形）的反射系数进行了分析．结果表明，多次透射公式对弱衰减波仍可适用，对于强衰减波则

需应用加衰减系数的多次透射公式进行透射．最后，通过两相介质两个数值实验，验证了该

边界条件在模拟衰减波时的精度．

关键词　　多次透射公式　衰减波　两相介质
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引言

用解析方法研究无限域中波动问题时，基于物理要求，需要对无穷远处的波场行为施

加一些限制条件，即无穷远辐射条件，以保证波动问题解的唯一性．与此相对应，在用有

限元或有限差分计算无限域问题时，需要引入人工边界条件（ａｒｔｉｆｉｃｉａｌｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，

简称ＡＢＣ）来模拟无穷远辐射条件．基于不同的思想已经提出了多种人工边界（廖振鹏，

２００１），一般可分为全局人工边界（Ｇｉｖｏｌｉ，Ｋｅｌｌｅｒ，１９９０；Ｗｏｌｆ，Ｓｏｎｇ，１９９６）和局部人工边

界（廖振鹏等，１９８４；Ｈｉｇｄｏｎ，１９９１）．由于全局人工边界条件的耦联特性，在计算大型复

杂的近场波动问题，特别是当广义结构具有非线性时，这类边界条件因其计算量过大而难

以胜任．

对于一些近场波动问题，由于介质的阻尼特性，使得其中的波具有衰减特性，如两相

介质中的波动．而以往建立的局部边界条件中，都未考虑由于介质本身的阻尼而引起的波

的衰减．例如，ＣＥ边界是基于弹性波动方程（Ｃｌａｙｔｏｎ，Ｅｎｇｑｕｉｓｔ，１９７７），多次透射公式

（Ｌｉａｏ，１９９６）是基于均匀平面波假设的基础上建立的．虽可通过适当选取透射公式的阶数

以及将边界置于距波源一定距离处（不小于感兴趣的最短波长）（Ｌｉａｏ，２００１），透射边界能

以与有限元或有限差分相当的精度透射更为广泛类型的单向波动，包括弱衰减波和球面

波；但当入射波为强衰减波时，若仍用多次透射公式进行透射，则将产生较大误差．要保

证模拟精度，需将边界置于足够远处，这将大大增加计算量．因此，当存在较强衰减波时，

出于精度和计算效率的考虑，研究衰减波的透射具有实际意义．

考虑到透射边界是一种局部人工边界，与特定模型无关且易于与有限元和有限差分结
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合进行计算，在近场波动的数值模拟中得到了广泛的应用．为此，本研究首先在多次透射

公式的基础上，推导出能够透射衰减波的多次透射公式．然后，通过频域反射系数和数值

实验分析验证了其透射衰减波时的精度．

１　公式推导

多次透射公式（ＭＴＦ）为（廖振鹏，１９８４）

狌狆＋１０ ＝∑
犖

犼＝１

（－１）犼＋
１犆犖犼狌

狆＋１－犼
犼 （１）

其中，狌狆＋１０ 为边界节点在狋＝（狆＋１）Δ狋时刻的位移，狌狆
＋１－犼
犼 为计算区内计算点犼（空间坐标

为狓＝－犼犮犪Δ狋，图１）在狋＝（狆＋１－犼）Δ狋时刻的位移，犆
犖
犼 为二项式系数．

考虑如下形式的衰减平面波

珘狌犼 ＝狌犼ｅｘｐ（犼犮犪Δ狋β狓） （２）

其中，犮犪 为沿边界法线方向的视人工波速，β狓 为沿边界法线方向（文中为图１中的狓方向）

的视衰减系数，它与真实衰减系数β和入射角θ的关系为β狓＝βｃｏｓθ，若按图１所示的节点

编号，β狓 为正数；狌犼相当于均匀平面波的位移．因此，将狌犼用珘狌犼表示，并代入到由均匀平

面波假设推导出的 ＭＴＦ式（１）中，稍做整理，即可得到衰减平面波入射时的多次透射公

式．由式（２）可得

狌犼 ＝珘狌犼ｅｘｐ（－犼犮犪Δ狋β狓） （３）

将式（３）代入到式（１）即可得衰减波入射时的多次透射公式（这里称为加衰减系数的 ＭＴＦ）：

珘狌狆＋１０ ＝∑
犖

犼＝１

（－１）犼＋
１犆犖犼犪

－犼
１
珘狌狆＋１－犼犼 （４）

其中

犪１ ＝ｅｘｐ（犮犪Δ狋β狓） （５）

实际上由于β狓 一般为未知的，通常采用人工衰减系数β犪 来代替．

假定Δ狋为离散数值计算中所采用的时间步距，则式（４）中计算点的空间步距犮犪Δ狋一般

不等于离散节点的空间步距，在数值实现中需通过空间内插．引入多个人工波速和人工衰

减系数，并采用三点抛物线齐次内插（廖振鹏，２００１）后的实用形式为

犇珘狌狆＋１０ ＝０ （６）

犇＝ Π
犔

犿＝１

［犅００－狋
犿
１，１犅

１
０－狋

犿
１，２δ犿犅

１
１－狋

犿
１，３（δ犿）

２犅１２］ （７）

狋犿１，１ ＝
（２－犛犿）（１－犛犿）

２
（８）

狋犿１，２ ＝犛犿（２－犛犿） （９）

狋犿１，３ ＝
犛犿（犛犿－１）

２
（１０）

δ犿 ＝ｅｘｐ（－βα犿Δ狓） （１１）

犛犿 ＝
犮犪犿Δ狋

Δ狓
（１２）

式中，犮犪犿和β犪犿（犿＝１，…，犔）分别为第犿个人工波速和第犿 个人工衰减系数，犅
狇
犼 为向后

移动算子：
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犅狇犼珘狌
狆
狀 ＝珘狌

狆－狇
狀＋犼 （１３）

２　频域反射系数

人工边界的精度通常用反射系数来表示．下面我们分析 ＭＴＦ和加衰减系数的 ＭＴＦ

分别在衰减波入射时的反射系数．在频域内反射系数可表示成（廖振鹏，２００１）

犚＝
犝犚
０

犝犐０
（１４）

式中，犝犐０ 和犝
犚
０ 分别为入射平面谐波和反射平面谐波在边界点狓＝０处的振幅．首先给出

频域内的多次透射公式，对应于式（１）和（４）的频域形式分别为（振幅均以犝犼表示）

犝０ ＝∑
犖

犼＝１

（－１）犼＋
１犆犖犼犪

－犼犝犼 （１５）

犝０ ＝∑
犖

犼＝１

（－１）犼＋
１犆犖犼犪

－犼
０犝犼 （１６）

其中

犪＝ｅｘｐ（犻ωΔ狋） （１７）

犪０ ＝ｅｘｐ（犻ωΔ狋＋犮犪Δ狋β犪） （１８）

　　假定向人工边界上一点狅入射的衰减波与狓轴的夹角为θ（图１），则入射波沿轴的振

幅可表示为

犝犐犼 ＝犝
犐
０（犪狓）犼 （１９）

犪狓 ＝ｅｘｐ
ｉω犮犪Δ狋ｃｏｓθ

犮
＋βλ

犮犪Δ狋

λ
ｃｏｓ（ ）θ （２０）

图１　入射波射向人工边界的几何示意图

其中，犮为物理波速，β为真实衰减系数；βλ表

示在每个波长内的衰减因子，代表波衰减的强

弱程度．下面我们分理想稳态和理想暂态情形

分别进行讨论．

２．１　理想稳态情形

理想稳态情形是指反射波已得到充分发育

的情形．在这一情形下，总波场由入射波和充

分发育的反射波构成

犝犼 ＝犝
犐
犼＋犝

犚
犼　　　犼＝０，１，２，… （２１）

犝犚
犼 ＝犝

犚
０（犪狓）

－犼 （２２）

将式（２１）代入（１５），并利用式（１９）和（２２），可得

犝０ ＝犫犐犝
犐
０＋犫犚犝

犚
０ （２３）

犫犐 ＝１－（１－犪
－１犪狓）

犖 （２４）

犫犚 ＝１－（１－犪
－１犪－１狓 ）

犖 （２５）

令式（２１）中犼＝０，并将此式代入式（２３）左端，可得

犝犚
０

犝犐０
＝－

１－犫犐
１－犫犚

（２６）

将式（２４）、（２５）代入（２６），按照反射系数的定义式（１４）可得 ＭＴＦ透射衰减波的反射系数
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为

犚＝
１－犪

－１犪狓
１－犪

－１犪－１狓

犖

（２７）

将式（１７）、（２０）代入上式，并取犮犪＝犮可得

犚＝
１－ｅｘｐ［ｉ２π（Δ狋／犜）（ｃｏｓθ－１）＋βλ（Δ狋／犜）ｃｏｓθ］

１－ｅｘｐ［－ｉ２π（Δ狋／犜）（ｃｏｓθ＋１）－βλ（Δ狋／犜）ｃｏｓθ］

犖

（２８）

式中，犜，λ分别为波动周期和波长．

将式（２１）代入式（１６），经过同样的运算，并取犮犪＝犮、β犪＝β，可得加衰减系数的 ＭＴＦ

透射衰减波的反射系数为

犚＝
１－ｅｘｐ［ｉ２π（Δ狋／犜）（ｃｏｓθ－１）＋βλ（Δ狋／犜）（ｃｏｓθ－１）］

１－ｅｘｐ［－ｉ２π（Δ狋／犜）（ｃｏｓθ＋１）－βλ（Δ狋／犜）（ｃｏｓθ＋１）］

犖

（２９）

２．２　理想暂态情形

理想暂态情形是指在全波场中入射波占绝对优势的情形．此时，假定总波场等于入射

波场

犝犼 ＝犝
犐
犼 ＝犝

犐
０（犪狓）犼 （３０）

将上式代入式（１５）右端，得

犝０ ＝犫犐犝
犐
０ （３１）

反射波位移可表示为

犝犚
０ ＝犝０－犝

犐
０ （３２）

将式（３２）代入式（１４），并注意到式（３１）、（２４），得

犚＝狘１－犪
－１犪狓狘

犖 （３３）

将式（１７）、（２０）代入上式，可得 ＭＴＦ透射衰减波的反射系数为

犚＝ １－ｅｘｐｉ２π
Δ狋（ ）犜

犮犪（ ）犮 （ｃｏｓθ－１）＋β犮犪Δ狋ｃｏｓ［ ］θ
犖

（３４）

将式（３０）代入式（１６），经同样的运算，可得加衰减系数的 ＭＴＦ透射衰减波的反射系数为

犚＝ １－ｅｘｐｉ２π
Δ狋（ ）犜

犮犪（ ）犮 （ｃｏｓθ－１）＋β犮犪Δ狋ｃｏｓθ－β犪犮犪Δ［ ］狋
犖

（３５）

取犮犪＝犮、β犪＝β，则式（３４）、（３５）可分别写为

犚＝ １－ｅｘｐｉ２π
Δ狋（ ）犜 （ｃｏｓθ－１）＋βλ

Δ狋（ ）犜 ｃｏｓ［ ］θ
犖

（３６）

和

犚＝ １－ｅｘｐｉ２π
Δ狋（ ）犜 （ｃｏｓθ－１）＋βλ

Δ狋（ ）犜 （ｃｏｓθ－１［ ］）
犖

（３７）

　　为了更直观地表明加衰减系数的ＭＴＦ透射衰减波时对反射系数的影响，给出Δ狋／犜＝

１／２０，以及βλ分别为０．２，２．０时两种情形下加衰减系数的 ＭＴＦ和 ＭＴＦ透射衰减波的反

射系数与入射角θ的关系曲线（图２）．从图中可以看出，ＭＴＦ和加衰减系数的 ＭＴＦ对弱

衰减波（βλ较小时）的透射能力相当，即 ＭＴＦ对弱衰减的透射具有很好的精度．但透射强

衰减波时（βλ较大），加衰减系数的ＭＴＦ较ＭＴＦ具有明显的优势，而且，对于不加衰减系

数的 ＭＴＦ，在入射角为０时其反射系数也不为０，即不能完全透射外行强衰减波．
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图２　频域内的反射系数

（ａ）理想稳态情形；（ｂ）理想暂态情形

３　算例

为了检验我们所提出的边界的精度，设计了两相介质土力学模型的两个算例．

表１　物理参数

参　数 数　值

ρｓ ２．０×１０３ｋｇ／ｍ３

ρｗ １．０×１０３ｋｇ／ｍ３

犈ｓ ０．７×１０７Ｎ／ｍ２

犈ｗ ０．３×１０７Ｎ／ｍ２

狀 ０．３

犽 １．０×１０－４ｓｍ３／ｋｇ

３．１　一维问题

考虑两相介质一维问题，计算模型如图３所

示．犉（狋）为一脉冲荷载，计算所用的物理参数见表

１．其中，ρｓ 和ρｗ 分别为固相和液相的质量密度，

犓ｓ和犓ｗ 分别为固相骨架和液相流体的压缩模量，

狀为孔隙率，犽为渗透系数．β值和波速犮可根据表

中的参数给出．根据荷载的频谱、β值和波速犮可

得βλｍｉｎ＝２．３（陈少林，２００２）．数值计算采用集中质

量有限元模型，时域积分采用中心差分结合单边差分的显式积分格式．在狓＝４０ｍ处设置

人工边界，将模型划分为４００个两节点的柱单元，离散步距Δ狓＝０．１ｍ，Δ狋＝０．０１ｓ，人

图３　一维半无限土层模型 图４　二维全空间内一点源的计算模型
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工衰减系数β犪大约取衰减系数β的０．７倍左右．分别采用多次透射公式（ＭＴＦ）和本研究

所介绍的加衰减系数的多次透射公式（ＭＴＦ＋β）进行计算．

　　图５为狓＝３０ｍ（第３０１号节点）和狓＝４０ｍ（第４０１号节点，也为人工边界点）处的位

移时程，所示位移均为无量纲化的位移．图中短划线和短划点线分别表示采用加衰减系数

的 ＭＴＦ和 ＭＴＦ所得的数值结果，解析解（Ｓｉｍｏｎ，１９８４）则用实线示出．可以看出，加衰

减系数的 ＭＴＦ在模拟两相介质中的衰减波时具有较好的精度．

图５　一维情形的饱和多孔介质的位移过程

（ａ）狓＝３０ｍ处的固相位移；（ｂ）狓＝４０ｍ处的固相位移；（ｃ）狓＝３０ｍ处的液相位移；

（ｄ）狓＝４０ｍ处的液固相位移

表２　无量纲物理参数

λ μ ρｓ ρｗ 犈ｗ 犽 狀

０．１２ ０．２４ １．１７６５ ０．５８８２ ０．１２ １．０ ０．３

３．２　二维问题

考虑两相介质二维无限空间内一点源

问题，计算模型如图４所示，在中点（１，１）

处的固相上作用一沿狔 方向的半正弦荷

载．计算所采用的无量纲化物理参数见表２，表中λ和μ为固相骨架的拉梅常数，其它参数

意义同前．根据表中参数，可得Ｐ１（快压缩波）、Ｐ２（慢压缩波）和Ｓ波的波速分别为１．０，

０．５４和０．３６ｍ／ｓ；衰减系数β分别为０．０，０．２２和０．０４（Ｃｈｅｎ，１９９４）．结合荷载的频谱，

则对于Ｐ２ 波，βλｍｉｎ≈０．７５；对于Ｓ波，βλｍｉｎ≈０．０８（陈少林，２００２）．同样，采用集中质量有

限元模型，在计算区域的四周（分别狓＝０，２和狔＝０，２）设置人工边界，将计算区域离散为

２０×２０个四节点正方形单元，无量纲空间离散步距Δ＝０．１．采用中心差分结合单边差分

进行时域数值积分，无量纲时间步距Δ狋＝０．０１．边界上分别采用 ＭＴＦ和加衰减系数的

ＭＴＦ进行透射．采用两个人工波速和人工衰减系数的二阶透射公式，人工波速犮犪１＝０．７，

犮犪２＝０．３．由于Ｐ２ 波为强衰减波，Ｐ１ 波和Ｓ波为弱衰减波，取人工衰减系数β犪１＝０．０，β犪２

＝０．１５．

　　图６分别示出犅（１．５，１．５）、犆（２，２）两点处的无量纲固相位移时程．图中短划线为采

用加衰减系数的ＭＴＦ所得的计算结果，短划点线为采用ＭＴＦ的计算结果，实线表示数值

精确解 人工边界距离所感兴趣的区域足够远，以致在计算时段内这一区域的数值解未

受人工边界的影响．从上述数值实验可以看出，本研究所介绍的多次透射公式在模拟衰减
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波时具有较好的精度．

图６　二维情形时饱和多孔介质的位移时程

（ａ）点（１．５，１．５）处狓方向的固相位移；（ｂ）点（２．０，２．０）处狓方向的固相位移；

（ｃ）点（１．５，１．５）处狔方向的固相位移；（ｄ）点（２．０，２．０）处狔方向的固相位移

４　结语

本研究在多次透射公式的基础上，引入一衰减系数，得到了能够透射衰减波的多次透

射公式（加衰减系数的 ＭＴＦ）．当衰减系数为０时，即为 ＭＴＦ．通过分析衰减波入射时的

反射系数，可以看出，对于弱衰减波（即βλ较小时），ＭＴＦ具有较好的精度，进一步验证了

多次透射公式可适用于弱衰减波情形；对于强衰减波，ＭＴＦ具有较大误差，且入射角为０

时其反射系数也不为０，而加衰减系数的 ＭＴＦ则具有较好的精度．最后，通过饱和多孔连

通介质的数值算例，进一步验证了加衰减系数的多次透射公式在模拟强衰减波时具有较高

的精度．
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