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岩石试件尺寸对裂纹应力场

影响的数值分析


傅　真　蔡永恩

（中国北京１００８７１北京大学地球与空间科学学院地球物理学系）

摘要　用数值方法和岩石力学实验模拟地震断层的破裂过程时，模型或试件的尺寸选取不合

适将影响断层附近的应力场．本文利用二维弹性有限元方法，计算了一个含椭圆孔的岩石试

件在不同尺寸下的应力场，并与相应的无限域椭圆孔问题的解析解进行了比较．数值分析结

果表明，含椭圆孔的岩石试件在单轴压缩情况下，其边界效应对内部应力场的影响不容忽

视；试件的临界尺寸长宽比约为３：２，孔的尖端到边界的距离与孔的长轴的比值约为７．３．这

种数值分析试件尺寸的方法，不仅可以为岩石力学实验提供理论依据，同时也为确定数值模

拟断层错动等问题中几何模型的大小提供了参考价值．

关键词　　有限元　应力场　岩石试件临界尺寸　边界效应
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引言

地震的发生是由于断层两侧的岩石应力积累到一定程度时产生错动所引起的．数值模

拟和岩石力学实验是人们认识地震断层破裂过程的重要途径．目前数值模拟主要采用边界

元法（Ｄａｓ，Ａｋｉ，１９７７；Ｆｕｋｕｙａｍａ，Ｍａｄａｒｉａｇａ，１９９５，１９９８）、有限差分法（Ｍａｄａｒｉａｇａ，

１９７６；Ｏｌｓｅｎ犲狋犪犾，１９９７）和有限元法（Ａｒｃｈｕｌｅｔａ，Ｆｒａｚｉｅｒ，１９７８；Ｃａｉ犲狋犪犾，２０００）．在岩石

力学实验中，研究预先含割缝的岩石试件在加载条件下内部裂纹的扩展情况是认识地震断

层的行为和地震活动性的手段之一（Ｓｐｉｃａｋ，Ｌｏｋａｊｉｃｅｋ，１９８６；赵永红等，１９９５；Ｒｏｂｉｎａ犲狋

犪犾，１９９８；Ｒｏｂｅｒｔ，Ｅｉｎｓｔｅｉｎ，１９９８；滕春凯等，２００１）．无论是数值模拟还是实验模拟，都

存在一个模型（或岩石试件）大小选取的问题．我们知道，实际的地震过程是断层附近的岩

石在远场构造力作用下产生的错动，因此数值计算时采用的力学模型的边界应远离发震断

层，以避免边界对断层附近应力场的影响．理论上，求解区域取得越大，边界效应影响越

小．然而求解区域越大，其计算量也就越大．为了减小边界效应对内部（特别是断层附近）

应力场的影响，有限差分法采用了吸收边界的特殊处理（Ｒａｎｄａｌｌ，１９８９；Ｐｅｎｇ，Ｔｏｋｓ̈ｏｚ，

１９９５）．对岩石力学实验来说也存在同样的问题，试件的尺寸总是有限的，为了尽量减小试

件外边界对内部应力场的影响，必须合适地选取试件大小．因此，无论是用有限元法数值

模拟，还是在实验室物理模拟地震断层的破裂过程，都需要考虑模型或试件大小的选取问

 国家自然科学基金重点项目（４０２３４０４２）资助．

２００３１１１０收到初稿，２００４１０２６收到最后修改稿，２００４１２０６决定采用．
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题，它将直接关系到其结果的可靠性和正确性．

迄今为止，有关岩石试件尺寸的选取问题的研究，主要是针对测量岩石强度的岩石力

学实验的．对于试件内部无孔洞和裂纹的测量岩石强度的单轴实验，一般采用圆柱体试件

（Ｈａｎｓｅｎ犲狋犪犾，１９６２）．试件的直径大小要满足犇／犱＞１０，其中犇和犱分别代表试件的直

径和最大颗粒直径（Ｈａｗｋｅｓ，Ｍｅｌｌｏｒ，１９７０；ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＲｏｃｋＭｅｃｈａｎｉｃｓ，

１９７８，１９７９）．直径犇选定之后，试件长度犔的选取可以用比值犔／犇来确定．由于加载系

统不精确导致的误差与犔／犇成正比，这就要求犔／犇尽量最小．经验表明，犔／犇＝４作为上

限是安全的（Ｈａｗｋｅｓ，Ｍｅｌｌｏｒ，１９７０）．对犔／犇的下限取法争议很多，随着犔／犇的增加，单

轴压缩强度逐渐减小（Ｇｏｎｎｅｒｍａｎ，１９２５；Ｔｈａｕｌｏｗ，１９６２；Ｇｒｏｓｖｅｎｏｒ，１９６３；Ｈｏｂｂｓ，

１９６４；Ｍｏｇｉ，１９６６），直至趋于一个稳定值，犔／犇的下限应该取在强度相对于犔／犇 曲线的

负斜率增加最快的点上．对于沉积岩和混凝土，该点取在犔／犇≈１处（Ｊｏｈｎｓｏｎ，１９４３；

Ｈｏｂｂｓ，１９６４）；而对于其它一些岩石，该点则应取在犔／犇≈２．０～２．５处（Ｍｏｇｉ，１９６６）．

Ｂａｌｌａ（１９６０）利用弹性理论，在考虑压机与试件之间有摩擦的情况下，解析地计算了圆柱

体试件内的应力．Ｈａｗｋｅｓ和 Ｍｅｌｌｏｒ（１９７０）利用Ｂａｌｌａ这一计算结果，结合 ＭｃＣｌｉｎｔｏｃｋ

Ｗａｌｓｈ破裂准则，给出了犔／犇＝２情况下试件内 ＭｃＣｌｉｎｔｏｃｋＷａｌｓｈ参数的等值线图，指出

了可能最早产生破裂的区域．结果表明，在距离试件两侧与压机接触处犇／２的范围内，应

力场会产生一定的扰动，从而否定了犔／犇＝１的看法．基于以上研究，国际岩石力学协会

规定单轴压缩下测量岩石强度的实验中，试件的长度与直径的比值取为２．５～３．０（Ｉｎｔｅｒｎａ

ｔｉｏｎａｌＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＲｏｃｋＭｅｃｈａｎｉｃｓ，１９７９），美国材料试验协会对相同实验试件的规定是犔／

犇≥１．０（Ｈａｗｋｅｓ，Ｍｅｌｌｏｒ，１９７０）．对于试件内部预先存在孔洞（割缝）或裂纹的实验，试件

尺寸的选取问题目前尚未看到有关理论及相关报道．

如何选取模型或试件的尺寸才能最大限度地减小边界对内部（尤其是裂缝附近）应力场

的影响呢？为了探讨这个问题，本文设计了含椭圆孔的岩石试件在单轴压缩下的不同尺寸

大小的模型，同时采用二维弹性有限元方法，计算了孔周围节点上的主应力，并给出了相

应无限域中远场单向压缩情况下的椭圆孔问题（无边界效应）解析解的误差分析结果．这是

选取岩石试件尺寸的一个新的尝试，它对于含孔洞（或裂缝）的岩石力学实验试件尺寸的选

取和数值模拟断层错动、裂纹扩展等问题中求解区域大小的确定，都是很有参考价值的．

１　几何模型

本文采用的数值模型的几何形态如图１所示．试件中央有一个椭圆孔，其长半轴为

２．４５ｍｍ，短半轴为０．５ｍｍ．孔的长轴顶点犕 到上边界的距离为犱，犾为椭圆孔的长轴．

图１　岩石试件的几何模型示意图

长轴与边界压力方向成３０°角．岩石受到的

压力狆＝１１０ＭＰａ．为了研究带孔试件的边

界对应力场的影响，我们设计了以下几种

数值试验模型（表１）．为简便起见，模型的

长度固定不变，均取２５ｍｍ．这里主要研究

宽度不同时，试件的上下边界对孔洞附近

应力场的影响．模型的宽度从１１ｍｍ开始，

以间隔２ｍｍ增至２５ｍｍ．其宽度的不同带
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表１　８个数值试验模型的尺寸

模型 长度／ｍｍ 宽度／ｍｍ 犱／犾

１ ２５ １１ ４．２７５

２ ２５ １３ ５．２７５

３ ２５ １５ ６．２７５

４ ２５ １７ ７．２７５

５ ２５ １９ ８．２７５

６ ２５ ２１ ９．２７５

７ ２５ ２３ １０．２７５

８ ２５ ２５ １１．２７５

来参数犱／犾的不同，它也是衡量带孔试件尺寸的

一个重要标准．在这些模型中，保持孔的大小和

方向不变，孔的中心始终与试件的中心重合．

２　单轴岩石实验的数学物理模型

　　 这是一个平面应力问题，应力分量σ狓，σ狔和

τ狓狔 满足的平衡方程组

σ狓

狓
＋
τ狓狔
狔

＝０　　　
τ狓狔
狓
＋
σ狔
狔
＝０ （１）

本构关系为

σ狓

σ狔

τ狓

烄

烆

烌

烎狔

＝

犈

１－ν
２

犈ν
１－ν

２ ０

犈ν
１－ν

２

犈

１－ν
２ ０

０ ０
犈

２（１＋ν

烄

烆

烌

烎）

ε狓

ε狔

γ狓

烄

烆

烌

烎狔

（２）

几何关系为

ε狓 ＝
狌

狓
　　　ε狔 ＝

狏

狔
　　　γ狓狔 ＝

狏

狓
＋
狌

狔
（３）

其中，犈为弹性模量；ν为泊松比；狌，狏分别为狓，狔方向的位移分量．其边界条件为

狌狘狓＝０ ＝０，狏狘狓＝０，狔＝０ ＝０，τ狓狔狘狓＝０，狔＞０ ＝０

σ狓狘狓＝犔 ＝－１１０ＭＰａ，τ狓狔狘狓＝犔 ＝０

σ狔狘狔＝０ ＝τ狔狓狘狔＝０ ＝０

σ狔狘狔＝犇 ＝τ狔狓狘狔＝犇 ＝０

σ狀狘Γ ＝τ狀狘Γ ＝

烅

烄

烆 ０

（４）

式中，犔和犇分别为试件的长度和宽度，Γ为椭圆孔的边界，σ狀和τ狀分别为孔边的正应力和

剪应力．

由式（１）～（４）构成的定解问题很难找到解析解，因此本文用有限元方法求它的数值

解．计算中岩石的弹性模量犈取４６．９ＭＰａ，泊松比ν取０．２３，相当于砂岩．

３　数值计算结果

为了便于比较结果，我们在划分不同模型的网格时，选取孔洞附近一些固定的节点，

计算不同模型中这些节点上的应力值，比较它们的差别．这些节点分布在椭圆孔的周边，

以及垂直于孔的长轴，且延长线过孔的中心的一条线段犅犆上（图１）．在图１中，犗为椭圆

孔中心，犃为长轴顶点，孔边节点与点犗的连线与犗犃所成角度为α．节点从犃开始沿着孔

边逆时针方向转一周回到点犃，相应地，α从０°变化到３６０°．线段犅犆上的箭头表示从点犅

到点犆，线段 上的节点序号从小到大排列．根据无限区域中相同大小和角度的椭圆孔口问

题的解析解（徐芝纶，１９８２）：

３０３　３期　　　　　　　　　傅　真等：岩石试件尺寸对裂纹应力场影响的数值分析
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σ狓＋σ狔 ＝狇Ｒｅ
（２ｅ２ｉα－犿）ζ

２
－１

犿ζ
２
－１

（σ狔－σ狓＋２ｉτ狓狔）ｅ
２ｉλ
＝

狇（犿ρ
４
＋ζ

２）ζ
２

ρ
４ 犿－ζ

２

ρ（ ）４ （犿ζ２－１）
２ｅ２ｉα－犿＋犿

１＋犿ζ
２
－２ｅ

２ｉα
ζ
２

犿ζ
２
－［ ］１

＋

　　
狇

ρ
２ 犿－ζ

２

ρ（ ）４
ｅ－２ｉα－

３ｅ２ｉαζ
２
＋犿犲

２ｉα
－犿

２
－１

犿ζ
２
－１

ζ
２
＋
ｅ２ｉαζ

２
＋犿ｅ

２ｉα
－犿

２
－１

（犿ζ
２
－１）

２ ２犿ζ［ ］

烅

烄

烆

４

（５）

其中

ｅｉλ ＝ζ
ρ

ω′（ζ）

狘ω′（ζ）狘
　　　ω′（ζ）＝犚（犿－１／ζ

２）　　　ζ＝ρ（ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ）

犚＝
犪＋犫
２
　　　犿＝

犪－犫
犪＋犫

式中，犪，犫分别为椭圆孔的长半轴和短半轴；α为椭圆孔的长轴顺时针转到边界载荷方向

所成的夹角，狇为边界载荷的大小（规定拉为正值，压为负值）．因此，对于本文研究的问

题，狇＝－１．１×１０
８Ｐａ，α＝３０°，犪＝２．４５ｍｍ，犫＝０．５ｍｍ．由节点在直角 坐标系中与

极坐标系中位置的关系

狓＝犚（１／ρ＋犿ρ）ｃｏｓθ　　　狔＝－犚（１／ρ－犿ρ）ｓｉｎθ （６）

我们可以将根据式（５）计算得到的解析解与数值计算的结果进行比较，就可以知道试件在

不同尺寸时，边界效应对孔洞附近应力场的影响有何不同．

图２显示的是椭圆孔周边节点在不同模型中的主应力与无穷域孔口问题解析解的比

较．其中横坐标是图１中的α角，纵坐标是节点上最大主应力（σ１）与最小主应力（σ２）的值．

不同模型的主应力曲线采用不同的符号．右三角形（）连成的曲线代表无限域椭圆孔口问

题的解析解．由于计算得到的孔边节点上的主应力的数值解与解析解相差很小，故所有模型

的主应力曲线与解析解的主应力曲线吻合得很好．这说明数值计算得到的结果是可靠的．

图２　孔边节点在不同模型中主应力的数值

解与在无穷域椭圆孔问题中的

解析解的比较

图３　线段犅犆上的节点在不同模型中

主应力的数值解与在无穷域椭圆孔

问题中的解析解的比较
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　　图３给出了垂直于椭圆孔长轴的线段犅犆（图１）上节点处的主应力曲线．其横坐标是节

点序号，序号增加的方向代表离开椭圆孔的方向；纵坐标含义与图２相同．从图３可以看

出，模型主应力曲线与解析解的曲线吻合程度比孔边节点（图２）要差一些，特别是模型１～

３的曲线在节点序号较大时与解析解的曲线偏离较远．这是因为这些节点离边界近，尤其

是模型１和模型２的边界离点犆（图１）非常近，这样会对犆点附近节点上的主应力产生较

大的影响．而模型４～８的主应力曲线在所有节点上与解析解的曲线吻合得都很好．

图４　孔边节点上主应力的绝对误差

　　把每个节点上数值计算得到

的主应力值减去其对应的解析解

的值，便得到该点上主应力的绝对

误差Δσ犻 ＝σ犻－σ

犻 （犻＝１，２）．其

中，σ犻和σ

犻 分别为节点上主应力

的数值解和解析解．图４给出了孔

边节点上主应力的绝对误差．在横

坐标α角为０°和１８０°附近，即孔的

两个尖端处，绝对误差较大，这是

由于尖端处的曲率很大，网格不够

密造成的．在孔边的其它节点上，

绝对误差很小，都在直线Δσ犻＝０（犻

＝１，２）附近上下浮动．其中浮动

幅度较大，偏离Δσ犻＝０（犻＝１，２）

较远的是模型１和模型２的绝对误

差曲线．显然这是因为它们的边界

离孔比其它模型近，较大地影响了孔边节点上的主应力．对于线段犅犆上的节点（图５），可

以更清楚地看到模型１～３的最大主应力的绝对误差曲线明显偏离直线Δσ１＝０．最小主应

力绝对误差曲线中模型１和２偏离Δσ２＝０较远，模型３结果略好于模型１和２．而模型４

图５　线段犅犆上节点主应力的绝对误差

～８的曲线整体上离Δσ犻＝０（犻＝１，２）

都非常近，绝对误差都明显小于模型

１～３．

　　为了更清楚地显示试件在不同宽

度时边界对应力场的不同影响，图６，

７给出了节点上主应力的相对误差比

较．为了避免因某些节点处的主应力

解析解趋于零而使相对误差大于１，

故相对误差定义为

ε
ｒｅｌ
犻 ＝

狘σ犻－σ

犻 狘

ｍａｘ（狘σ犻 狘）
　　　（犻＝１，２）

（７）

其中，σ犻 和σ

犻 分别为节点上主应力

的数值解和解析解，ｍａｘ（｜σ犻｜）代表
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图６　孔边节点上主应力的相对误差

所考察的所有节点（例如所有孔

边节点）主应力的解析解绝对值

的最大值．

　　图６ａ中，最大主应力相对

误差较大的地方仍然是在椭圆

孔的两个尖端处．在离开尖端

的其它孔边节点上，相对误差

迅速减小．并且在α约为１５°～

６０°和１９５°～２４０°的两个区域内

可以清楚地看到，随着试件宽

度的增加，相对误差明显减小，

当宽度达到１７ｍｍ以上时，宽

度再增加，相对误差减小的幅

度就很小了．此时除了孔尖端

附近的个别节点以外，其它节

点的相对误差都在５％以下．图

６ｂ给出了最小主应力的相对误

图７　线段犅犆上节点主应力的相对误差

差，其结果与图６ａ的情况类似．它们

之间不同的是，在α约为６０°～１８０°和

２４０°～３６０°的两个范围内可以比较明

显地看到，相对误差随试件宽度的增

加而减小，若宽度大于１７ｍｍ，相对

误差可达２％以下．

　　线段犅犆上（图１）节点主应力的

相对误差（图７）与孔边节点相比要大

一些．尤其是图７ａ中的最大主应力的

相对误差，从图中可以明显地看到模

型１～３的相对误差比其它模型都要

大，而且越接近边界，相对误差越大，

模型１最大已经超过５０％，边界效应

十分明显．而模型４～８虽然在开始的

几个节点上误差值比较大，但随着节

点序号的增加，相对误差逐渐减小，在靠近边界的那些节点上误差可控制在１０％以下．图

７ｂ的最小主应力相对误差值与图７ａ相比要小很多，这是由于二者在绝对误差数值上大小

相当，而σ２ 的绝对值与σ１ 相比较大导致的．同样地，模型１～３的边界效应比较明显，模

型１的相对误差最大可达２０％，而模型４～８的相对误差在３％以下．

综合以上结果，如果试件的宽度取１７ｍｍ以上，就可以大大降低边界对椭圆孔附近应

力场的影响．对于本文研究的岩石试件，我们称２５ｍｍ×１７ｍｍ的试件尺寸为临界尺寸，

即表１中的模型４．此时试件长宽比为２５／１７≈３２，参数犱／犾为７．２７５．
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４　结论

１）在岩石力学实验中，利用含椭圆孔的岩石试件在单轴压缩情况下研究裂纹扩展等

问题时，试件的边界效应对内部应力场的影响问题不容忽视．

２）对本文研究的这个具体问题，要使边界效应对椭圆孔附近应力场的影响降到最小，

试件的宽度取１７ｍｍ以上比较合适，即试件的临界尺寸为２５ｍｍ×１７ｍｍ，临界尺寸的长

宽比为２５／１７≈３２，要求参数犱／犾约为７．３．

３）为了更好地用实验方法研究有孔洞岩石的破裂及其变形场和应力场，可以首先用

有限元方法确定一个比较合适的试件尺寸，使得试件的边界效应对应力场的影响降低到

最小．

４）在用有限元法数值模拟断层错动、裂纹扩展等问题时，也可以采用这种方法来确定

力学模型的求解区域大小．

椭圆孔尖端处存在应力集中，在这些节点上要达到较高的计算精度，必须把网格划分

得足够密，但这会大大增加计算量．本文在二者之间作折中，因此计算结果在椭圆孔尖端

处的节点上误差值相对较大．如果继续加密网格，会使所有模型的误差从整体上减小，但

由于本文研究的重点在于不同模型之间的相对差别，而不在误差本身，所以得到的结论仍

然是可靠的．本文利用有限元方法，通过一个具体实例，从理论的角度分析了边界效应对

孔洞附近应力场的影响，给出了含孔洞的试件尺寸选取的一个标准．但从实验的角度看，

例如岩石材料本身的不均匀性，颗粒大小，以及实验室设备对试件大小的限制等等，这种

分析有一定的局限性．如何使理论分析更好地应用于实验，值得我们进一步去探讨．
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