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摘要　在波动有限元模拟中，若采用传统的显式数值积分方法求解运动方程，计算时间步长

需采用计算区内满足稳定条件要求的最小时间步长．然而，对于大部分计算区域，这一时间

步长过小，是不必要的．本文提出了一种不等时间步长的显式数值积分方法，其基本思想是

不同的计算区域采用满足各自稳定条件的计算时间步长．最后，本文通过数值试验检验了这

一方法的可行性及其对数值计算精度的影响．
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引言

在线弹性介质中，波动的集中质量有限元模拟运动方程可表示成如下形式（廖振鹏，

２００２）：

犕犻犻（狋）＋∑
犾

犌犻犾犝犾（狋）＝犉犻（狋） （１）

式中，犕犻为集中于节点犻的质量，犌犻犾 为节点犻与其相邻节点犾之间弹性恢复力大小的刚度

系数，犻（狋）为节点犻的加速度向量，犝犾（狋）为节点犾的位移向量，犉犻（狋）为作用于节点犻的外

荷载向量．

对式（１）采用中心差分离散，即将加速度向量离散化为
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将式（２）代入式（１）可得
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狆［ ］犻 （３）

式中，犝狆犻、狆犻 分别表示节点犻在狋＝狆Δ狋时刻的位移向量和加速度向量，犉狆犻 表示为作用于

节点犻的狋＝狆Δ狋时刻的外荷载向量，Δ狋为时间步长，狆为非负整数．

式（３）为求解波动方程式（１）的中心差分逐步积分格式，这一积分格式是显式的、条件

稳定的（Ｄｏｋａｉｎｉｓｈ，Ｓｕｂｂａｒａｊ，１９８９；Ｐａｒｋ，１９７７；周正华，周扣华，２００１），稳定条件要求
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时间步长Δ狋满足（廖振鹏，２００２）

Δ狋≤ｍｉｎ
Δ
狏（ ）０ （４）

式中，Δ为单元的最小尺寸，狏０ 为波在连续固体介质中的传播速度．

由式（４）可知，为了保证式（３）数值积分的稳定，计算时间步长由整个计算区域内最小

的Δ狋确定．这表明即使由局部稳定条件要求过小的时间步长对于大部分区域是不必要的，

但最终采用的积分时间步长却是由局部确定的，这将大大增加计算量、降低计算效率．本

文将介绍一种基于中心差分法的不等时间步长的数值积分方法，即不同的区域采用满足各

自稳定条件的计算时间步长，这一方法克服了计算时间步长由局部决定整体的弊端，将大

大减少计算量，提高计算效率．

１　不等时间步长数值积分方法

不等时间步长数值积分方法的基本思想是，首先将整个计算区域依据满足稳定条件要

求的不同时间步长划分成若干个子计算区域，对于不同的计算区域在数值积分时分别采用

各自要求的计算步长．为了便于讨论，本文将借助一维匀质非均匀网格模型，介绍不等时

间步长数值积分方法的实施方法．一维匀质非均匀网格模型如图１所示，由图可见，左半

图１　一维非均匀网格示意图

图２　时空网格示意图（Δ狋２＝５Δ狋１）

部分犛１ 网格节点较右半部分犛２ 网格节点

密，空间步距分别为Δ狓１＝０．０２，Δ狓２＝０．

１．假设介质波速为狏０＝１，由式（４）可知，

犛１ 区间和犛２ 区间的时间步长Δ狋１，Δ狋２ 可

分别取为０．０２和０．１，即Δ狋２＝５Δ狋１．对于

这一问题，若采用传统的显式积分格式，

实际用于分析计算的时间步长Δ狋由犛１ 区

间的时间步长Δ狋１ 确定，即取Δ狋＝Δ狋１．然而，不等时间步长数值积分方法将针对不同的区

域采用满足各自稳定条件要求的计算时间步长进行分析计算．对于图２所示的时空网格，

犛１ 和犛２ 区内各节点的位移反应可直接由式（３）求得，其计算时间步长分别取Δ狋１，Δ狋２．同

样，节点犻的位移反应亦由式（３）求得，依据稳定条件其计算时间步长取Δ狋１，则有

犝狆＋１犻 ＝２犝狆犻 －犝
狆－１
犻 －

Δ狋
２
１

犕犻
［犌犻，犻－１犝

狆
犻－１＋犌犻，犻犝

狆
犻 ＋犌犻，犻＋１犝
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狆
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　　由式（５）不难发现，除犝狆犻＋１不能确定外，式（５）右边各项均已知，本文称此为辅助时间

点（图２中的空心圆）的位移．设

狀＝ｉｎｔ
狆Δ狋１

Δ狋（ ）２

（６）

其中，ｉｎｔ表示取整．若节点犻＋１在狋０＋（狀－１）Δ狋２，狋０＋狀Δ狋２及狋０＋（狀＋１）Δ狋２三个时刻
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的位移分别为犝狀－１犻＋１，犝
狀
犻＋１ 和犝

狀＋１
犻＋１，则由 二次插值公式可得辅助时间点的位移为

犝狆犻＋１ ＝
（狆λ－狀）［狆λ－（狀＋１）］

２
犝狀－１犻＋１－［狆λ－（狀－１）］［狆λ－（狀＋１）］犝

狀
犻＋１＋

［狆λ－（狀－１）］（狆λ－狀）

２
犝狀＋１犻＋１ （７）

　　若采用线性插值，则有

犝狆犻＋１ ＝ ［狆λ－狀］犝
狀＋１
犻＋１－［狆λ－（狀＋１）］犝

狀
犻＋１ （８）

其中，λ＝Δ狋１／Δ狋２ ．

综上所述，不等时间步长数值积分方法的基本步骤可归纳为：① 依据稳定条件式（４），

确定各区间的积分时间步长Δ狋犻；② 由各区间积分时间步长Δ狋犻确定出最大积分时间步长，

取Δ狋ｍａｘ＝ｍａｘ（Δ狋犻）．同时，对Δ狋犻作适当调整，使Δ狋ｍａｘ＝犿Δ狋犻（犿为正整数）成立，并满足

稳定条件式（４）；③ 依据Δ狋犻确定各区间的积分次序，其积分时间步长由大到小；④ 采用

式（３）对各区间进行逐步积分，同时，用式（７）或式（８）计算辅助时间点的位移；⑤ 重复步

骤④，直至求解完毕．

２　数值试验

为了检验上述不等时间步长数值积分方法的可行性及计算精度，下面将通过一维土层

图３　数值试验分析模型

地震反应数值模拟算例予以证明，同时亦

就辅助时间点插值方法进行比较，了解插

值方法对计算精度的影响．

数值试验模型为一成层覆盖土层覆

盖于半空间刚性基底之上的一维模型（图

３），覆盖土层总厚度为犎，坐标原点设置

在自由表面，坐标轴垂直向下，覆盖土层

介质的密度、剪切波速等力学参数均为深

度狕的函数．表１列出了数值试验模型土

层介质密度ρ、剪切波速狏ｓ 及土层厚度

犺、空间步长Δ和时间步长Δ狋等参数．

首先依据有限单元离散化准则（廖振

鹏，２００２）对各土层进行离散；继而，建立

节点集中质量有限元运动方程，即式（１）．算例将采用本文提出的不等时间步长数值积分

方法完成节点运动方程的数值积分，求解在刚性基底垂直入射波作用下的土层反应，入射

波为一近似δ脉冲（廖振鹏等，１９８１）（图４），时间步长Δ狋按数值积分的稳定性准则确定，

分别取Δ狋１＝０．００２ｓ，Δ狋２＝０．０１ｓ，Δ狋３＝０．００５ｓ．

表１　数值试验模型参数

序号 岩土类型 狏ｓ／ｍ·ｓ－１ ρ／ｔ·ｍ
－３ 犺／ｍ Δ／ｍ Δ狋／ｓ

１ 粘土 １２０．０ １．８０ １５．０ ０．６ ０．００２

２ 粗砂 ４００．０ ２．０ ５０．０ ５．０ ０．０１０

３ 基岩 ８００．０ ２．２０ ６０．０ ６．０ ０．００５
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有关数值试验结果如图５、图６和图７所示，其中图５，６，７分别示出了观测点犃，犅，犆的

位移反应．图中实线为传统显式积分方法的结果，Δ狋＝０．００５ｓ；点划线为不等时间步长二

次插值数值积分方法的结果；点线为不等时间步长线性插值数值积分方法的结果．由图可

以看出，不等时间步长二次插值数值积分方法及线性插值数值积分方法计算结果与传统显

式积分方法数值计算结果相近，且不等时间步长二次插值数值积分方法的精度较不等时间

步长线性插值数值积分方法的精度高．

　图４　入射波时程 图５　观测点犃位移反应

图６　观测点犅位移反应 图７　观测点犆位移反应

３　结语

与传统显式积分方法相比，不等时间步长数值积分方法对不同的计算区域分别采用各

自满足稳定要求的计算步长进行数值积分，不仅有利于减少计算量、提高计算效率，而且

还有助于提高数值模拟的精度．同时，不等时间步长数值积分方法与集中质量有限单元法

结合，其积分格式亦为显式的，至于稳定性问题，由于分区间满足稳定条件，不难得出在

整个计算区间稳定条件亦满足．

最后值得指出的是，尽管本文仅就一维问题对不等时间步长数值积分方法的基本思想

及其应用进行了介绍，但这一方法同样适用于二、三维问题．将这一方法应用于求解复杂
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的高维问题，能极大地减少计算量，提高计算效率．
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