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摘要　对各向异性介质中波动现象的数学描述，远比对各向同性介质中的数学描述要复杂得

多．这一复杂性主要来自各向异性介质中的许多物理特性，不同于各向同性介质中的物理特

性．因此，计算各向异性界面处的反射角和透射角在数学意义上变得非常复杂，各向同性介

质中的Ｓｎｅｌｌ定律已不再适用于各向异性介质，必须加以修改．本文发展了一种计算各向异性

介质分界面处入射角、反射角和透射角的新算法，即修正后的各向异性介质中的Ｓｎｅｌｌ定律．

关键词　　各向异性　射线　Ｓｎｅｌｌ定律

引言

一般而言，描述各向异性介质（除特别声明外，本文中的各向异性介质均为均匀各向

异性介质）的数学公式相对较为复杂，Ｓｎｅｌｌ定律也不例外．反射角和透射角的计算同样也

不能再用常规的算法，Ａｕｌｄ（１９７３）和Ｒｏｋｈｌｉｎ等（１９８６）分别给出了直接用图解法计算各向

异性介质中反射角和透射角的方法，Ｄａｌｅｙ和Ｈｏｒｎ（１９７７，１９７９）以及Ｓｌａｗｉｎｓｋｉ（１９９６）得到

了横向各向同性介质中和椭圆各向异性介质中的Ｓｎｅｌｌ定律．Ａｕｌｄ和Ｒｏｋｈｌｉｎ的方法虽然

结果直观，但是较为繁琐，随着计算机的飞速发展，已跟不上时代的要求．而Ｄａｌｅｙ和

Ｈｏｒｎ的方法仅适用于各向异性介质中的两种特例，即横向各向同性介质和椭圆各向异性

介质．本文第一作者已对上述特例中的Ｓｎｅｌｌ定律进行过讨论（张秉铭，１９９７；张秉铭等，

１９９８）．因此，本研究试图建立适用于各向异性介质中的Ｓｎｅｌｌ定律，并且其还可以在各种

各向异性介质中的特例中适用．

地震走时是地震图中最有用的信息之一，它的含义是地震波沿着某种路径旅行所需要

的时间．其主要取决于地球的波速结构，而与激发和接受条件以及仪器性能的关系并不密

切．这里“某种路径”在物理上称为射线，即波阵面法线方向的轨迹．射线是几何光学中导

出的概念，它是用射线长度的仿射系数来描述的．射线追踪指的是给定震源和检波器的位

置以及地下介质的波速分布，求取从震源到检波器的射线轨迹，以及弹性波从震源到检波

器所需要的时间．在几何光学近似的条件下，由费马原理可知从震源到检波器之间的射线

只有一条，即射线追踪的解是唯一的．当地震波在地下空间中传播时，遇到两种不同的均

 １９９８１０２８收到初稿，１９９９０５１９收到修改稿并决定采用．
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匀介质分界面，在此分界面上就要产生波的反射和透射，它们具有相同的射线参量，这一

特性就称为Ｓｎｅｌｌ定律．它描述了弹性分界面上入射波、反射波和透射波之间的运动学关

系．

各向同性介质中的Ｓｎｅｌｌ定律是建立在均匀和理想弹性体的物理模型基础上的，而实

际地下介质并非是均匀和理想的弹性体，存在着不同的岩性分界面．这些分界面大概包含

有下列几种形式：① 上下地层都为各向同性介质时的分界面；② 上覆地层为各向同性介

质，而下伏地层为各向异性介质时的分界面；③ 上下地层都为各向异性介质时的分界面；

④ 上覆地层为各向异性介质，而下伏地层为各向同性介质时的分界面．分析上述４种分界

面的特性后可以发现，只要认真分析得到第３种分界面处的Ｓｎｅｌｌ定律，就可以通过它得

到其余各种分界面处的Ｓｎｅｌｌ定律．

我国的陆相石油储层不少是由泥岩和砂岩薄互层构成的，而泥岩和砂岩薄互层的厚度

远远小于地震波的波长，从而导致地震波在其中的传播显现出各向异性特性．裂缝裂隙型

储层同样可以看作是由薄互层构成的，其对称轴与薄互层对称轴相互垂直，同样的原理，

地震波在其中的传播也显现出各向异性的特性．这样就给勘探地震学界利用各向同性假设

来作各种正演和处理带来困难．因此，研究不同性质分界面处的入射波、反射波和透射波

之间的运动学关系，即新的修正后的Ｓｎｅｌｌ定律，具有十分重要的理论意义和实用价值．

１　理论

对于上下层都为各向同性介质的分界面处，入射角、反射角和透射角可以通过经典的

Ｓｎｅｌｌ定律进行描述（何焦登，１９８５）

ｓｉｎθ犻
狏１

＝
ｓｉｎθ狉
狏１

＝
ｓｉｎθ狋
狏２

（１）

式中，θ犻为入射角，θ狉 为反射角，θ狋为透射角；狏１ 为上层介质的速度，狏２ 为下层介质的速

度．考虑介质各向异性时，上述Ｓｎｅｌｌ定律已不再适用，射线速度与射线方向有关，虽然入

射波和反射波同在同一种介质中传播，入射波的射线速度已不等于反射波的射线速度，这

就意味着入射角不再等于反射角．因此，在研究各向异性介质中的波动时，必须同时研究

群速度（犠）和相速度（犞）．它们之间的关系如下：

犠·犓＝狘犞狘＝狏 （２）

犓为方向与犞相同的单位矢量．

各向异性介质中的相速度定义为平面波的波峰（或波谷）传播的速度，其值定义为主频

率与波数的比值；而群速度就是射线速度，即波能量传播的速度．在各向异性介质中，速

度表现出角散特性，相速度和群速度在幅度和方向上都不同．在各向异性介质中的任意一

点，其波前面上的群速度要大于相速度．

考虑两种各向异性介质由一水平界面分开，假设上半空间各向异性介质中的相慢度面

和下半空间各向异性介质中的相慢度面分别为犳（狓，狔，狕）＝犪和犵（狓，狔，狕）＝犫．

因为所有的相慢度矢量（包含入射波、反射波和透射波）是同平面的．不失一般性，我

们先考虑二维空间的情况，即狓狕平面内的情况．假设相慢度矢量为犿，根据连续条件有

犿犻·犡＝犿狉·犡＝犿狋·犡

其中，犡为狓方向上的单位矢量，相慢度矢量犿的下脚标狋，狉和犻分别表示透射、反射和
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入射．在相慢度面上的任意点上，其射线矢量犠 都垂直于相慢度面．

根据梯度的定义，在相慢度面上

犠犻∥ 犳（狓，狔，狕）狘（狓犻，狔犻，狕犻）

即射线矢量犠 平行于相慢度面的梯度方向．假设狕坐标指向上为正，函数犳在坐标原点取

得最小值，并且单调增加，则入射射线矢量

犠犻 ＝－
犳（狓，狔，狕）狘（狓犻，狔犻，狕犻）

狘犳（狓，狔，狕）‖（狓犻
，狔犻

，狕犻
）

（３）

因此，入射角（即射线矢量与坐标狕轴之间的夹角）可通过下式求得：

ｃｏｓθ犻 ＝犠犻· －珔（ ）狕 ＝
珔狕·犳（狓，狔，狕）狘（狓犻，狔犻，狕犻）

狘犳（狓，狔，狕）‖（狓犻
，狔犻

，狕犻
）
＝

犳
狕 （狓犻

，狔犻
，狕犻
）

狘犳（狓，狔，狕）‖（狓犻
，狔犻

，狕犻
）

（４）

同理，我们可以分别得到反射角和透射角

ｃｏｓθ狉 ＝犠狉·珔狕＝
珔狕·犳（狓，狔，狕）狘（狓狉，狔狉，狕狉）

狘犳（狓，狔，狕）‖（狓狉
，狔狉

，狕狉
）
＝

犳
狕 （狓狉

，狔狉
，狕狉
）

狘犳（狓，狔，狕）‖（狓狉
，狔狉

，狕狉
）

（５）

ｃｏｓθ狋 ＝犠狋· －珔（ ）狕 ＝－
珔狕·犵（狓，狔，狕）狘（狓狋，狔狋，狕狋）

狘犵（狓，狔，狕）‖（狓狋
，狔狋

，狕狋
）
＝

犵
狕 （狓狋

，狔狋
，狕狋
）

狘犵（狓，狔，狕）‖（狓狋
，狔狋

，狕狋
）

（６）

　　上面给出了上下地层为一般各向异性介质时，分界面处的入射角、反射角和透射角的

解析表达式．下面研究上下地层为一般椭圆各向异性介质时，分界面处的Ｓｎｅｌｌ定律．

不失一般性，我们仅研究狓狕平面内的非转换波的情况．根据椭圆各向异性介质的特

性，可定义上下两层介质的相慢度分别如下：

犳（狓，狕）＝ （狏狓狓）
２
＋（狏狕狕）

２
＝１

犵（狓，狕）＝ （狏
′
狓狓）

２
＋（狏

′
狕狕）

２
＝１

因此，根据本研究中给出的各向异性介质中入射角、反射角和透射角的解析表达式，可以

分别得到椭圆各向异性介质中的入射角、反射角和透射角

ｃｏｓθ犻 ＝
狏狕 １－（狏狓狓犻）槡

２

狏４狓狓
２
犻 ＋狏

２
狕 １－（狏狓狓犻）［ ］槡

２

ｃｏｓθ狉 ＝
狏狕 １－（狏狓狓狉）槡

２

狏４狓狓
２
狉＋狏

２
狕 １－（狏狓狓狉）［ ］槡

２

ｃｏｓθ狋 ＝
狏′狕 １－（狏

′
狓狓狋）槡

２

狏′４狓狓
２
狋 ＋狏

′２
狕 １－（狏

′
狓狓狋）［ ］槡

２

根据上述３式，我们可以得到狓犻，狓狉和狓狋的表达式为

狓２犻 ＝
狏２狕 １－ｃｏｓ

２
θ（ ）犻

狏４狓ｃｏｓ
２
θ犻＋狏

２
狓狏
２
狕 １－ｃｏｓ

２
θ（ ）犻

狓２狉 ＝
狏２狕 １－ｃｏｓ

２
θ（ ）狉

狏４狓ｃｏｓ
２
θ狉＋狏

２
狓狏
２
狕 １－ｃｏｓ

２
θ（ ）狉
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狓２狋 ＝
狏′２狕 １－ｃｏｓ

２
θ（ ）狋

狏′４狓ｃｏｓ
２
θ狋＋狏

′２
狓狏
′２
狕 １－ｃｏｓ

２
θ（ ）狋

而连续性条件使下式成立：

狓２犻 ＝狓
２
狉 ＝狓

２
狋

将狓犻，狓狉和狓狋分别代入上式，并整理得

狏２狓
狏２狓
狏２狕
ｃｔｇ

２
θ犻＋（ ）１ ＝狏２狓

狏２狓
狏２狕
ｃｔｇ

２
θ狉＋（ ）１ ＝狏′２狓

狏′２狓
狏′２狕
ｃｔｇ

２
θ狋＋（ ）１ （７）

这就是上下地层为一般椭圆各向异性介质时，分界面处的Ｓｎｅｌｌ定律，与上下地层为各向

同性介质时的有着根本的不同．但是当研究的介质为各向同性介质时，式（７）可以退化为

各向同性介质中经典的Ｓｎｅｌｌ定律．本研究为今后开展各向异性介质中的射线追踪提供了

必要的基础．

２　实例

下面用实例展示式（７）的重要性．假设模型由上下两层地层组成，上层地层为各向同

性介质，下层地层为椭圆各向异性介质，并定义介质的各向异性度为波（包含压缩波、剪切

波和转换波）在水平方向与垂直方向传播速度的相对变化率的一半．考虑入射波为ＳＨ波

时，各向异性度γ＝＋０．２０，入射角为３０°．各层的物理特性参见图１．

第１层地层

狏狓＝２０００ｍ／ｓ

狏狕＝２０００ｍ／ｓ

第２层地层

狏狓＝３０００ｍ／ｓ

狏狕＝２１４３ｍ／ｓ

图１　考虑地层椭圆各向异性模型简图

第１层地层

狏狓＝２０００ｍ／ｓ

狏狕＝２０００ｍ／ｓ

第２层地层

狏狓＝３０００ｍ／ｓ

狏狕＝３０００ｍ／ｓ

图２　未考虑地层椭圆各向异性模型简图

　　若比较忽略下层地层的椭圆各向异性特性时（图２），所求出的反射角和透射角与下层

地层为椭圆各向异性介质时求出的反射角和透射角的差别，分别用各向同性介质中经典的

Ｓｎｅｌｌ定律和本研究中发展的椭圆各向异性介质中的Ｓｎｅｌｌ定律，求取反射角和透射角，结

果参见表１和图３．图３ａ为忽略下层地层的椭圆各向异性特性时的计算结果，图３ｂ为考

虑下层地层的椭圆各向异性特性时的计算结果．

表１　利用本研究发展的Ｓｎｅｌｌ定律计算得到的反射角和透射角

角的类型 忽略下层地层的椭圆各向异性特性时 考虑下层地层的椭圆各向异性特性时

入射角／（°） ３０ ３０

反射角／（°） ３０ ３０

透射角／（°） ４８．５９ ６８．３５

　　从上述的计算结果可以看出，由于下层地层的椭圆各向异性特性，造成了透射角比忽

略下层地层的椭圆各向异性特性时的要大近２０°左右．这一巨大的差值必将造成对下伏
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图３　忽略椭圆各向异性特性时的计算结果（ａ）

与考虑椭圆各向异性特性时的计算结果（ｂ）

地层进行运动学描述时的巨大误差，影响到利

用射线追踪原理进行的正演和反演的结果．

３　结语

对各向异性介质中波动现象的数学描述，

远比对各向同性介质中的要复杂，这一复杂性

主要来自各向异性介质中的许多物理特性不同

于各向同性介质中的．因此，计算各向异性界

面处的反射角和透射角，在数学意义上变得非

常复杂，各向同性介质中的Ｓｎｅｌｌ定律已不再

适用于各向异性介质中，必须加以修改．在利用直达波走时进行的跨孔地震层析成像和利

用ＶＳＰ数据进行走时反演等方法中，都涉及到理论走时的计算，而理论走时的计算与地下

介质体分界面处入射角、反射角和透射角的关系非常密切．分界面处正确的反射角和透射

角的计算，必将加快反演过程的收敛程度．基于上述原因，本研究发展了一种计算各向异

性介质分界面处入射角、反射角和透射角的新算法，即修正后的各向异性介质中的Ｓｎｅｌｌ

定律．它具有十分重要的理论意义和实用价值．
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