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波展平变换的精确求解
以地震面波为例"
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摘要
!

以地震面波问题为例!提出
9,0$

波展平变换的精确求解方法!并以此为基础讨论了

近似求解方法的适用性及适用范围
'

结果表明!展平变换指数
)

对最终结果没有显著影响!

因此可选取任意值%在短波近似条件下!展平变换的近似解法是适当且合理的%展平变换的

近似解法比精确解法的效率高一倍
'

对于频率较低的问题!应采用精确的求解方法
'
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关于水平地球模型地震波传播及合成地震图的计算方法是地震学中一个理论较为成

"

基金项目
!

国家自然科学基金项目"

U"ULU"**

!

U"+#*""#

#资助
'

收稿日期
!

#""L,"V,"+

收到初稿!

#""L,"V,#)

决定采用修改稿
'

!

通讯作者
!

@,G7>&

$

CBD?@<

!K

J;'@O;'D<

地 震 学 报

  ACTA SEISMOLOGICA SINICAa

http://www.dizhenxb.org.cn



熟!应用较为广泛的课题
'

然而!水平地球模型只是真实地球模型的一个近似!仅适用于

震中距较小频率较高的地震波传播问题
'

对于震中距较大频率较低的地震波问题!不能忽

略地球的曲率!需要采用球坐标系求解!而球坐标系下求解地震波动问题数学上通常比直

角坐标系"或柱坐标系#下更为困难
'
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#能将球坐标系下的地震波方程转换到直角坐

标系下!然后采用关于水平地球模型的成熟的且相对简单的理论方法来计算球状地球模型

的波动问题
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对于
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波!
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#给出了精确的展平变换公式
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但对于

9,0$

波!由于
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波
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波耦合的复杂性!球坐标系下的弹性动力学方程与直角坐标系下的

方程不能每项一一对应!它们的差异与地球半径成反比
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#忽略了与地球半径

成反比的高阶小项!提出
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波展平变换的近似求解公式
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#以地震

面波问题为例!提出利用微分方程理论直接求解
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波展平变换方程!但求解过程较复

杂!且容易在数值搜索时漏掉面波的基阶相速度
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#将上述方
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#应用展平变换计算了球状地球模型的理

论地震图
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基于求解水平层状地球模型地震面波问题的广义反射
,

透射系数方法"
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基本思路!本文提出一种直接精确求解
9,0$

波展平变换方程的新方法
'

该方程包含了与

地球半径成反比的项!并对展平变换近似求解方法的有效性及适用性进行分析评价
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基本方程及其展平变换

地震面波的简谐振型及频散特性满足无源弹性动力学方程"
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#!对于地震面

波问题可忽略地球重力场的影响"
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在频率域!无重力的球状无旋转

弹性各向同性"
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#地球模型的无源弹性动力学方程!在球谐函数基展开下为如下微分

方程组"
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分别是弹性介质的密度和拉梅系数
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对于

球对称地球模型!

9,0$

振动与
0:

振动"即环型振动#彼此相互独立!可分别讨论
'0:

振

动问题比
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振动问题简单!且求解思路也与
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完全相同
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因此!本文仅讨论
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振动问题
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因此!在短波近似下展平变换可将球对称地球模型
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的地震波动问题转化为较易求解的水平地球模型的地震波动问题!这就是传统展平变换的

基本思路与做法"
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!

"

G

#的一阶常微分方程组"

*"

#及边界条件"

**

#!在数学形式上与

纯粹水平地球模型中地震面波所满足的方程及边界条件"

.?@<

!

*MM!

%何耀峰等!

#""V

#完

全相同!所不同的是系数矩阵
"'

因此!我们可按照与
.?@<

"

*MM!

#相同的思路来求解这一

问题
'

水平层状模型是水平地球模型的最佳可解逼近!因此可以在水平层状模型框架下求解

这一问题
'

根据
.?@<

"

*MM!

!

*MMM

#!方程组"

*"

#的解可以表示为

!

"

?

#

"

G

#

D

#
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G

#
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"
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#
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?

D

*

!

#

!

!
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B

!

B

A

*

"

*#

#

其中!

?

为均匀水平层介质的编号!共
BN*

层%

$

"

?

#为待定系数%

#

"

?

#和
!

"

?

#由系数矩阵

"

"

?

#按以下过程求得$

"

"

?

#

D

#

"

?

#

"

"

?
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"
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"
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"
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G
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&

!

G

"

" " " &

&

U

&

'

(

)

G

"

*#O

#

其中!

&

'

和
%

'

分别是矩阵
"

"

?

#的第
'

个本征值及本征向量
H

&

'

由方程
O@E

)

&

'

&]"

*

["

求出
H

它是一个
U

次代数方程!其解的具体代数表达式可参阅叶其孝和沈永欢"

#""V

#文章
H

求出

某个本征值
&

'

后!解线性方程
"%

'

[

&

'

%

'

即可得到对应的本征向量
%

'

H

为了有效地确定
$

"

?

#

!我们采用广义反透射系数方法!具体算法在
.?@<

"

*MM!

#和何耀

峰等"

#""V

#中有详细论述!这里不再赘述
'

如前所述!忽略含
$

]*和
$

]#的高阶小量项!系

数矩阵
"

退化为
"

"

!即

"

"

D

" ;

*

"

"

@!

;

!A

#

"

" "

*

!A

#

"
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"

"

!A

"

#

;

#

!A

#

"

@

$

#

#
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!

;

!A

#

"

"
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#

$

@

;

&

'

(

)

"

"

*!

#

图
*

!

自由表面处的相对应力残余"

)[]#

!

8

["'*:T

!该频率共有
)V

个简谐振型#

R>

=

'*

!

Z@&7E>I@E87DE>%<8@F>O;7&F7EB8@@F;8B7D@

"

)[]#

!

8

["'*:T

#

'/?@8@78@)V

<%8G7&G%O@F><7&&

它与纯粹水平层状地球模型问题对应的系

数矩阵完全相同"

.?@<

!

*MM!

#!因此可直

接采用
.?@<

"

*MM!

#的结果
'

为检验本文提出的直接求解原始的未

作短波近似的由展平变换得到的方程所得

到的地震面波结果"相速度+本征位移和本

征应力#的正确性!我们检查了自由表面的

应力残余值
'

由于这一问题没有可用于比

较的解析解及数值解!因此只能通过检查

所求得的水平面应力场在地表满足零应力

的程度来判断解的精度
'

所求得的相速度

越精确!地表应力残余越接近零值
'

图
*

计

算了
6;E@<P@8

=

,W;&&@<-

"

W>FH7F

!

*ML#

#

球状地球模型在自由表面的相对应力残余"即地表处的应力值与最大应力值的比值#

'

这里

取
8

["'*:T

!

)[]#'

该频率共有
)V

个简谐振型!横坐标即它们的序号
'

在求解相速度

时!精确度取
*"

]V

!所得结果在地表的相对应力残余小于
*"

]*+

')

分别取
]V

!

]!

!

"

!

!

!

V

时结果类似
'

这些结果在一定程度上验证了本文新方法的正确性
'

!

!

展平变换近似解与精确解的比较

利用本文提出的展平变换的精确求解方法!可以对以往广为采用的近似展平变换方法

的精度作检验
'

图
#

为
8

["'*:T

和
)[]#

时!对于与图
*

相同的介质模型!由展平变

换精确求解方法给出的久期函数及其前
)

个根"共
)V

个根#

'

图
#7

是本文的计算结果!图

M"*!

#

期
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#P

是
W?7EE7D?78

Q

7

"

*MMV

#给出的结果
'

根据
.?@<

"

*MM!

#结果!该久期函数的根"图中用

,-.表示#对应于面波的相速度
'

注意到
"[!'+++JG

/

F

"图中用,.表示#是转换后的介质

第一层的剪切波速!并不是相速度%

"[!'#VLJG

/

F

"图中用,.表示#也不是相速度!它对

应着久期函数实部的不连续点%基阶相速度为
"[!'!!LJG

/

F'

除基阶根以外!本文的根与

W?7EE7D?78

Q

7

"

*MMV

#的结果一致
'W?7EE7D?78

Q

7

误把展平变换后第一层的剪切波速度
"[

!'+++JG

/

F

"对应久期函数的枝点#搜索为基阶根!而漏掉了真正的基阶根
"[!'!!LJG

/

F'

广义反射
,

透射系数方法中针对基阶相速度容易,漏掉.的问题!提出了基阶频散方程

"

.?@<

!

*MM!

%何耀峰等!

#""V

#!从而可快速确定基阶相速度
'

图
#

!

8

["'*:T

!

)[]#

时
6;E@<P@8

=

,W;&&@<-

球状地球模型第一层的

久期函数及其前
)

个相速度

-代表前
)

个相速度! 代表实部的间断点! 代表展平变换后介质的第一层剪切波速

"

7

#本文的计算结果%"

P

#
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Q

7

"

*MMV

#的结果
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#
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图
!

为不同
)

值对第
*

阶1第
M

阶的相速度的影响
'

当
)

从
]V

变化到
V

时!相速度

的变化为
*"

]!量级
'

图
U

给出了第
+

阶相速度对应的本征位移
<

和应力
E'

当
)

从
]V

变

化到
V

时!它们的相对变化小于
*"

]#

'

这些结果表明!虽然不同的
)

值会导致变换后不同

的介质模型"公式"

+

##!但由于原始问题中并不包含
)

!它只是在计算中引入的参数!因此
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图
!

!

)

值对第
*

阶1第
M

阶相速度"即第
#

个

1第
*"

个相速度#的影响

横坐标表示相速度的序号!纵坐标表示当
)

取

特定值时的相速度与
)["

的差别
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=

'!

!

)
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Q
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"
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它对最终结果的影响很小
'

以后的计算中!

我们均取
)[]#'

图
+

和图
V

分别比较了展平变换的近

似解与精确解的差异
'

图
+

比较的是相速度

的结果!两者之间的差异在
*"

]!量级之内
'

图
V

比较的是第
+

阶相速度对应的水平向

本征位移和应力!它们之间的相对差异为

*"

]#

'

在弹性动力学方程的系数矩阵
"

中!

高阶项与其对应位置的项"例如
"

*#

!

"

#*

和

"

**

!

"

##

之比#的比值约为
*

/"

;$

#!所以可

以用
;$

的值来评价近似的大小
'

此时有
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[

#

$

/
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"

8

["'"*:T

!

"

"

#

#

*

+'"JG

/

F

#!大致满足短波近似条件
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%%

*'

图
L

以基阶相速度为例!给出了精确解与近似

解的相速度的差异
'

从该图中可以看出!当

频率
8

%

"'""U:T

"周期
J

+

#+"F

#时!

;$

%

!"

!近似方法求得的相速度的相对误差

小于
+̂ '

由此可见!当频率大于
"'""U:T

"周期
J

+

#+"F

#时!传统上广为使用的展平变换的近似解法是适当的!否则近似解的精度

图
U

!

"

7

#和"

D

#分别表示
)["

时!第
+

阶相速度对应的本征位移
<

和应力
E

!它们的值已经归一化

到最大的绝对值为
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P

#和"

O

#表示
)[]V

!
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!

!
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时的本征位移与应力与
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R>

=

'U

!

"

7

#

7<O

"

D

#

78@@>

=

@<,O>F

K

&7D@G@<E<7<OE87DE>%<E%BE?@+E?G%O@H?@<)["

!

E?@

Q

?7I@

P%E?P@@<<%8G7&>T@OH>E?"'+7FE?@G7C>G;G7PF%&;E@I7&;@

%"

P

#

7<O

"

O

#

78@E?@O>BB@8@<D@F

%BO>F

K

&7D@G@<E7<OFE8@FFP@EH@@<)[]V

!

]!

!

!

!

V7<O)["

***!

#

期
!!!!! !!

黄
!

慧等$

9,0$

波展平变换的精确求解 以地震面波为例

地 震 学 报

  ACTA SEISMOLOGICA SINICAa

http://www.dizhenxb.org.cn



图
+

!

精确解与近似展平变换的相速度之差

R>

=

'+

!

/?@O>BB@8@<D@%B

K

?7F@I@&%D>E

Q

P@EH@@<

@C7DE7<O7

KK

8%C>G7E@@78E?,B&7EE@<><

=

E87<FB%8G7E>%<

无法保证
'

此外!近似解在计算效率上优

于精确解
'

图
)

比较了精确解与近似解的

计算效率!精确解的耗时约为近似解的两

倍
'

精确解与近似解在计算效率上的差别

主要源于矩阵
#

的求解
'

近似解中
"

"

对

应的
#

"

有解析表达式"

.?@<

!

*MM!

#!而

精确展平变换对应的
#

则需要求解
*

个
U

次方程和
U

个线性方程组
'

因为
;$

和矩

阵
#

的计算量与介质参数无关!所以当介

质改变时!以上两点结论仍不变
'

图
V

!
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#和"

D

#分别表示
)["

时!第
+

阶相速度对应的本征位移
<

和应力
E
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P

#和"

O

#

表示
)["

时精确求解与近似展平变换的差异
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结论

本文推导出球对称地球模型中无源弹性动力学方程经展平变换后严格满足的方程!并

利用广义反透射系数方法对其进行了严格的数值求解!获得了地震面波结果
'

以此为基

础!评估了展平变换的近似解的适用性及适用范围
'

*

#展平变换指数
)

对最终结果没有显著影响!因此可选取任意值!本文中取
)[]#'

#

#在短波近似条件下!展平变换的近似解法是适当且合理的
'

定量而言!当
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即
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#时!近似解的误差小于
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图
L

!

精确解和近似解的相速度差异随

频率的变化"以基阶相速度为例#
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图
)

!

精确解与近似展平变换搜索

相速度的耗时比较
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#展平变换近似解法比精确解法的效率高一倍
'

因此!在短波近似成立的频率范围内!应采用展平变换的近似解!不仅其精度有保证!

计算效率也较高
'

但对于频率较低的情况!应采用精确的求解方法
'

本文所提出的精确求

解展平变换的方法及其对近似展平变换解法的评价!不仅适用于计算面波问题!也可用于

计算体波及球状地球模型中理论地震图等问题
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波展平变换的精确求解 以地震面波为例
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