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声波与弹性波场数值模拟中的

褶积微分算子法


张中杰　滕吉文　杨顶辉

（中国北京１００１０１中国科学院地球物理研究所）

摘要　基于富氏变换正反技术，分别讨论了各向同性声波与弹性波场模拟中的常规微分算子

的设计方案，并将这些褶积微分算子分别应用于非均匀各向同性介质中声波与弹性波场模拟

当中．为了更好地压制截断引起的吉谱斯效应，我们引入了汉宁窗．理论模型计算表明：这种

褶积微分算子法具有快速，高精度且对计算机内存需求低的优点，是一项颇具潜力的高速、

高保真的数字仿真技术．

主题词　　声波　弹性波　地震波　数值模拟　褶积微分算子

引言

无论是声波还是弹性波场的数值模拟，对于人们理解波动传播现象、解释实际地震资

料以表征地下介质构造与岩性以及新开发软件的验算、反问题的解决等，均具有重要的理

论与实际意义（Ａｍｉｎｚａｄｅｈ，１９８９；Ｋｉｎｄｅｌａ狀犲狋犪犾，１９８９；Ｉｇｅｌ犲狋犪犾，１９９３；Ｚｈａｎｇ犲狋犪犾．，

１９９３）．

迄今为止，人们已经发展了大量的数值模拟方案，比如反射率法（Ｆｕｃｈｓ，Ｍｕｌｌｅｒ，

１９７１；王椿镛，１９８２；朱介寿等，１９８８）、有限单元法（Ｂａｔｈｅ，Ｎｉｌｓｏｎ，１９７６；Ｃｈｅｎ，１９８４；

朱培民等，１９９３）、有限差分法（Ａｌｆｏｒｄ犲狋犪犾．，１９７４）、射线追踪法（Ｃｅｒｖｅｎｇ，Ｐｓｅｎｉｃｒ，

１９８４）、富氏变换法、Ｈａｒｔｌｅｙ变换法（刘迎曦，１９９３）等，并各具优缺点．数值计算中，富氏

法实质上使用了长度为空间样点数的长褶积滤波器，但具有高精度特性，而常规有限差分

法使用了短的算子，但具有快速性．本文所讨论的褶积微分算子法综合了这两种方法的优

点，即兼顾了计算的快速性与高精度．为此，本文首先讨论了各向同性介质声波场褶积微

分算子法模拟的有关问题，接着研究了弹性波场模拟问题．理论模型计算表明：该算法可

以快速、高保真地模拟各向同性介质声波与弹性波动传播行为，是复杂介质中地震波动模

拟的一项颇有潜力的工具．

１　褶积微分算子法模拟声波场

在二维非均匀各向同性介质中，在一定条件下（Ｂｅｒｋｈｏｕｔ，１９８５），声波波动方程为
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
２犘（狓，狕，狋）

狋
２ ＝犞

２（狓，狕）

２犘（狓，狕，狋）

狓
２ ＋


２犘（狓，狕，狋）

狕［ ］２ ＋犳（狓，狕，狋） （１）

其中，犘（狓，狕，狋）为声波场，犞（狓，狕）为介质速度，狓，狕与狋分别为笛卡尔直角坐标与时

间，犳（狓，狕，狋）为力源项．

我们可以将二阶空间导数项

φ（狓，狕，狋）＝

２犘（狓，狕，狋）

狓
２

（２）

写作 φ（狓，狕，狋）＝犱２（狓）犘（狓，狕，狋） （３）

其中，“”表示关于狓的褶积运算．利用正反富氏变换，经过系列推导（详见附录犃），可

得二阶导数褶积微分算子犱２（狓）为

犱２（狓）＝

－
１

π狓
（犽２狓狀 －

２

狓２
）ｓｉｎ（犽狓狀狓）＋

２犽狓狀
狓
ｃｏｓ（犽狓狀狓［ ］）　　　狓≠０

－
犽３狓狀
３π
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　狓＝

烅

烄

烆
０

（４）

类似地，可以得到关于狕的二阶导数褶积微分算子．由此，可将方程（１）写成


２犘（狓，狕，狋）

狋
２ ＝犞

２（狓，狕）［犱２（狓）犘（狓，狕，狋）＋犱２（狕）犘（狓，狕，狋 ］）＋犳（狓，狕，狋）（５）

　　通过对狓狕二维平面离散处理，并令狓＝狀Δ狓，狕＝犿Δ狕，从而可以得到二阶导数褶积

微分算子犱２（狀Δ狓）与犱２（犿Δ狕）

犱２（狀Δ狓）＝

２

狀２（Δ狓）
３
（－１）

狀＋１
　　　　　　狀≠０

－
π
２

３（Δ狓）
３　　　　　　　　　狀＝

烅

烄

烆
０

（６）

与

犱２（犿Δ狕）＝

２

犿２（Δ狕）
３
（－１）

犿＋１
　　　　　　犿≠０

－π
２

３（Δ狕）
３　　　　　　　　 　　犿＝

烅

烄

烆
０

（７）

图１　二阶褶积微分算子振幅随

采样点数变化关系曲线

　　以上微分算子犱２ 显示出两个重要的性质：第一，

因子１／狀２ 与１／犿２ 保证算子犱２ 的快速衰减，从而可

以利用较短的褶积算子计算空间褶积项；第二，算子

系数保持对称，这使得不必用传统褶积计算的乘积而

可以利用加减替代．图１为二阶褶积微分算子振幅随

采样点数下标变化情况．可见，当狀＝６时，微分算子

振幅基本上已经衰减至零．

尽管微分算子随采样点数平方反比衰减，但可以

以较短微分算子进行运算．若采用矩形窗截断，将会

导致吉谱斯现象的产生．为此，我们以汉宁窗改进褶

积微分算子

犠（狀）＝ ２α－１＋２（１－α）ｃｏｓ
２ π狀
２（犿狓＋２［ ］）

β／２

　　　狘狀狘＝０，１，２，…，犿狓 （８）
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其中，犿狓为采样点数单边截断长度，０．５≤α≤１，β可以随所需精度而改变．

因此，改进后的褶积微分算子为

珟犱２（狀Δ狓）＝犱２（狀Δ狓）犠（狀） （９）

图２　声波场记录

此时，适于非均匀各向同性介质中声波场

数值模拟的离散公式为

犘（狀，犿，犽＋１）＝犘（狀，犿，犽）＋

犘（狀，犿，犽＋
１

２
）

狋
（１０ａ）

犘（犿，狀，犽＋
１

２
）

狋
＝

犘（犿，狀，犽－
１

２
）

狋
＋

Δ狋犉（犿，狀，犽） （１０ｂ）

犉（犿，狀，犽）＝犞
２（狀，犿）×　　　　　

Δ狓∑
犿狓

犻＝－犿狓

珟犱２（犻Δ狓）犘（狀－犻，犿，犽）［ ＋

Δ狕∑
犿狕

犼＝－犿狕

珟犱２（犼Δ狕）犘（狀，犿－犼，犽 ］）＋

犳（狀，犿，犽） （１０ｃ）

其中，初值条件

犘（狀，犿，犽＝０）＝０ （１１ａ）

犘（狀，犿，犽＝０）

狋
＝０ （１１ｂ）

稳定性条件为

狘犞ｍａｘΔ狋犽狘≤２ （１２）

这里，犞ｍａｘ为介质最大速度，犽定义为

犽＝ 狘犉犉犜［珟犱２（狀Δ狓）］狘＋狘犉犉犜（珟犱２（犿Δ狕）］槡 狘 （１３）

我们利用以上结果编制了程序，并进行了系

列声波场模拟计算．表１为双层介质参数

表，图２为计算得到的声波地震记录．

表１　声波模型参数

层数 狏／ｋｍ·ｓ－１ ρ／ｇ·ｃｍ
－２

１ １．５０ ３．０

２ ６．００ ３．０

２　褶积微分算子法模拟弹性波场

在二维非均匀线性各向同性介质中，弹性波位移方程为

ρ（狓，狕）

２犝

狋
２ ＝ ［狓犃狕＋狕犅狓＋狓犅

犜
狕＋狓犆狓］犝＋犉（狓，狕，狋） （１４）

其中，狓，狕分别为关于狓与狕的一阶偏导数，犉（狓，狕，狋）为力源矩，且
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犉（狓，狕，狋）＝
犳狓（狓，狕，狋）

犳狕（狓，狕，狋

熿

燀

燄

燅）
（１４ａ）

犃＝
λ（狓，狕）＋２μ（狓，狕）　　　　０

０　　　　　　　　　　　μ（狓，狕

熿

燀

燄

燅）
（１４ｂ）

犅＝
０　　　　　　　　　　　μ（狓，狕）

λ（狓，狕）　　　　　　　　　　　

熿

燀

燄

燅０

（１４ｃ）

犆＝
μ（狓，狕）　　　　　　０

０　　　　　λ（狓，狕）＋２μ（狓，狕

熿

燀

燄

燅）
（１４ｄ）

犝＝［狌狓（狓，狕，狋）　狌狕（狓，狕，狋）］
犜 为位移矢量，狌狓（狓，狕，狋）与狌狕（狓，狕，狋）分别为狓与狕方

向位移分量，犳狓（狓，狕，狋）与犳狕（狓，狕，狋）为狓与狕方向力源分量，ρ（狓，狕）为介质密度．

为了得到弹性波场模拟的褶积微分算子法实施方案，我们可以将一阶空间导数项

φ（狓，狕，狋）＝
犝（狓，狕，狋）

狓
（１５）

记作

φ（狓，狕，狋）＝犱（狓）犝（狓，狕，狋） （１６）

即关于狓的一阶导数运算变异为褶积运算．

经过系列推导，可得一阶空间导数褶积微分算子犱（狓）为（详见附录犅）

犱（狓）＝

－１

π狓
［（犻犽狓狀－

１

狓
）ｓｉｎ（犽狓狀狕）＋犽狓狀ｃｏｓ（犽狓狀狕）］　　狕≠０

０　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　狓＝
烅

烄

烆 ０

（１７）

类似地，我们可以得到关于狕的一阶导数褶积微分算子犱（狕）：

犱（狕）＝

－１

π狕
［（犻犽狕狀－

１

狕
）ｓｉｎ（犽狕狀狕）＋犽狕狀ｃｏｓ（犽狕狀狕）］　　狓≠０

０　　　　　　　　　　　　　　　　　　　狕＝
烅

烄

烆 ０

（１８）

　　由以上研究结果，可知方程（１４）可变成

ρ（狓，狕）

２犝（狓，狕，狋）

狋
２ ＝ 犱（狓）［犃犱（狕）］＋犱（狕）［犅犱（狓）］｛ ＋

犱（狓）［犆犱（狓） ｝］犝（狓，狕，狋）＋犉（狓，狕，狋） （１９）

　　通过对二维平面离散处理，狓＝狀Δ狓，狕＝犿Δ狕可以得到一阶导数褶积微分算子

犱（狀Δ狓）与犱（犿Δ狕）为

犱（狀Δ狓）＝

－１

狀Δ狓
２
（－１）

狀＋１
　　　　　狀≠０

０　　　　　　　 　　　狀＝
烅

烄

烆 ０

（２０）

与

犱（犿Δ狕）＝

－１

犿Δ狕
２
（－１）

犿＋１
　　　　犿≠０

０　　　　　　　　　　犿＝
烅

烄

烆 ０

（２１）
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图３　—阶偏微分算子．曲线犪为精确值，

犆为中心差分算子，犫为９点褶积算子值

显见，一阶空间导数的褶积微分算子

同样具有两个重要性质，即因子犱的

衰减性与反对称性，因而也可以用较

短的褶积微分算子计算空间褶积项．

图３为一阶褶积微分算子振幅随采样

点数下标变化曲线．

　　与上一部分声波场模拟那样，对

褶积算子截断时必定会产生吉谱斯效

应，我们同样可以汉宁窗加以改进．

改进后的褶积微分算子为

珟犱（狀Δ狓）＝犱（狀Δ狓）犠（狀）

　　至此，我们可以得到二维非均匀

线性各向同性介质中弹性波场数值模拟的离散公式

犝（狀，犿，犽＋１）＝犝（狀，犿，犽）＋
犝（狀，犿，犽＋

１

２
）

狋

犝（狀，犿，犽＋
１

２
）

狋
＝

犝（狀，犿，犽－
１

２
）

狋
＋Δ狋犘（狀，犿，犽）

犘（狀，犿，犽）＝犫（狀，犿）Δ狓∑
犿狓

犻＝－犿狓

珟犱（犻Δ狓）Δ狕犃（狀－犻，犿）∑
犿狕

犼＝－犿狕

犝（狀－犻，犿－犼，犽［ ］）｛ ＋

　　Δ狕∑
犿狕

犼＝－犿狕

珟犱（犼Δ狕）Δ狓犅（狀，犿－犼）∑
犿狓

犻＝－犿狓

犝（狀－犻，犿－犼，犽［ ］）＋

　　　Δ狓∑
犿狓

犻＝－犿狓

［Δ狓犆（狀－犻，犿）∑
犿狓

犼＝－犿狓

犝（狀－犻－犼，犿，犽）］＋犉（犿，狀，犽 ｝）

其中，犫（狀，犿）＝１／ρ（狀Δ狓，犿Δ狕），犝（狀，犿，犽）的初值条件为

犝（狀，犿，犽＝０）＝０

犝（狀，犿，犽＝０）

狋
＝０

　　我们利用以上研究结果，编制有关程序，进行了系列理论模型的弹性波场模拟计算．

表２为双层介质弹性参数表，图４与图５分别为水平与垂直向地震记录．

表２　弹性模型参数

层数 狏ｐ／ｋｍ·ｓ－１ 狏ｓ／ｋｍ·ｓ－１ ρ／ｇ·ｃｍ
－３

１ ２．７０ １．５０ ３．００

２ ５．４０ ３．００ ３．００
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图４　犝狓 分量地震记录　　　　　　　　　　　　　　图５　犝狕 分量地震记录

３　结束语

本文利用富氏变换正反技术，分别设计了适于非均匀线性各向同性介质中声波场与弹

性地震波场数值仿真的褶积微分算子．这些褶积微分算子具有快速衰减性与（正反）对称

性．通过引入汉宁窗，极大地压制了由于截断引起的吉谱斯效应．理论模型计算表明：这

种算法具有计算快速、精度很高、对计算机内存需求低的优点，这是各类复杂介质中声波

或弹性波场数值模拟中一项颇具潜力的工具．

本项研究得到长春地质学院何椎登教授、中国科学院地球物理研究所张霖斌博士等人

的帮助与支持，特此表示感谢．
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附录Ａ　关于（４）式的推导

在富氏域内，犱２（狓）＝

２

狓
２
变换为

珟犱２（犽狓）＝－犽
２
狓 （Ａ１）

数值计算文中式（３）时，可选择

珟犱２（犽狓）＝
－犽

２
狓　　　　狘犽狓狘≤犽狓狀

０　 　　　　狘犽狓狘＞犽｛ 狓狀

（Ａ２）

这里，犽ｘｎ为尼奎斯特波数π／Δ狓．

通过利用富氏逆变换有

犱２（狓）＝
１

２π∫
∞

－∞

珟犱２（犽狓）ｅ
犻犽狓狓犱犽狓 （Ａ３）

显然，当狓＝０时，犱２（狓）＝－
犽３狓狀
３π

当狓≠０时，

犱２（狓）＝－
１

２π∫
犽狓狀

－犽狓狀

犽２狓ｅ
犻犽狓狓犱犽狓 （Ａ４）

综合（Ａ３）、（Ａ４）即得到式（４）．

附录Ｂ　关于式（１７）推导

富氏域内，犱（狓）＝


狓
变成

珟犱（犽狓）＝－犻犽狓 （Ｂ１）

同样，进行褶积运算时，可选取

珟犱（犽狓）＝
－犻犽狓 　　　　狘犽狓狘≤犽狓狀

０　　　　　　狘犽狓狘＞犽｛ 狓狀

（Ｂ２）

对珟犱（犽狓）作逆富氏变换，分别考虑狓＝０与狓≠０两种情况，即可以得到式（１７）

犱（狓）＝

－１

π狓
［犻犽狓狀－

１

狓
］ｓｉｎ（犽狓狀狓）＋犽狓狀ｃｏｓ（犽狓狀狓）　　　狓≠０

０　　 　　 　　　　　　　　　　　　　　狓＝
烅

烄

烆 ０

（Ｂ３）

９６　１期　　　　　　　　张中杰等：声波与弹性波场数值模拟中的褶积微分算子法
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