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不 连 续 走 时 曲 线 的 反 演

吴 明 熙
6国家地震局地球物理研究所7

摘 要

本文系统地求解了不连续走时曲线的反演问题
%

所得到的解答表明
,

除了在低速层6若存

在 7内
,

其余各处的速度分布以及低速层的厚度均可唯一地确定
%

本文指出 .∃8 9:
;< =

6�  > � 7

关于低速层厚度上界的推导和 2 , = ∀ < =一& ∋ = ? ≅ Α: < ∀ 8< : 6�  Β Β 7 的反演公式是不合理的
%

关键词 不连续 4走时曲线 4反演 4 低速层 4 + Χ< ∃ 积分方程

一
、

问 题 的 提 出

我们知道
,

从连续的地震走时曲线确定地球内部波速的问题
,

早于 本 世 纪 初 就 由

Δ < = Ε ∃# ; Φ

6�  Γ  7
,

Η ∋ ;<Ι ∋ ϑ
6�  �Γ 7 和 Κ 8< <: < = ; 6�  �Γ 7 圆满地解决了

,

并有 了以他们

的名字命名的著名的反演公式 6以下简称为 Δ
一Η 一

Λ 公式 7
%

我们还知道
,

对于不连续的走时曲线反演问题
,

Δ
一Η 一

Κ 公式是不适用的
%

历史上有

人研究过与此有关的一些特殊情况
,

譬如
,

.∃ 89: ;< =
6�  > � 7 讨论过一种为反双曲余弦曲

线的速度深度分布函数
,

其对应的走时曲线会发生跳跃
,

并退化为一点
%

对于包含低速层

的速度结构
,

由于射线在低速层内没有迥折点
,

因而走时 曲线也将产生跳跃
%

.∃ 89: ; < = 根

据观测到的跳 跃值 △Μ
和 △−

,

求出低速层 厚 度的 上 界
,

及至 �  Β Β 年
, 2 < = ∀ < = 和

&∋= ?≅ Α: < ∀ 89: 给出一个包括低速层结构的走时反演公式
,

并得到广泛应用
%

于是
,

我们认为
,

对于不连续的走时曲线
,

如何确定地球内部的速度分布
,

这一反演问

题
,

实际上并未系统地被研究
%

况且
,

正如我们将要指 出的
,

由于引证失之严密
,

以前有关

低速层的某些结果不免有误
%

二
、

不连续走时曲线反演

为 以后参考方便
,

依照 + ?8 6�  3Γ 7 的记法
,

我们首先概述一下 Δ
一 Η 一

Κ 公式及其方

� 3 Ν 年 Β 月巧 日收到本文初稿
, � 3 3 年 � 月 �! 日决定采用

%
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� 期 昊明熙 Ο 不连续走时曲线的反演

法
%

首先我们考虑展平地球 6笛卡尔系 7 的情况
%

波速
‘6幻 在这种情况下仅随深度变

化
%

具有参数 Π 的射线到达地表所走的距离 Θ 6月 满足

Θ 6月
� Ρ

户 ’

Σ Φ Τ Σ 69 一 �
、

, , Υ ,

一 ,

万千于二二只叭
‘

9Γ
“

ς ‘ “

一 Ρ
Ω

其中
‘。为 万 一 。处的速度

%

对应的走时

Ο 6, 7 一 �

Ξ

− 6Ρ7 为
‘一 ΨΣ Φ Τ Σ

‘一“

‘

护了
‘一 ,

一 尸
武

‘一“

7
%

求出 ‘ 6二7
%

6� 7

射线参数 尸可从走时 − 6Θ 7 直接确定
Ο

尸 一 Σ − Τ Σ Θ
%

6> 7

走时反演问题就是从观测到的 Θ 6月 或 − 6刃

事实上
,

方程 6∃7 等同于如下的 + Χ< ∃ 积分方程
Ο

, Ο 、 Υ Ζ
二

Ζ6 约菇
乡 狡汤 少 一 [

Υ

—
%

“ ·

ς Μ 一 互
6∴ 7

按照 Η Β 9: < = 之�  Γ , 7 给出的一条定理
,

Ζ6占7 一

+ Χ < ∃ 积分方程 6∴ 7有唯一的连续孵

� Σ

立 Σ夸

; 6二 7Σ Μ

丫夸一
6! 7

的充分必要条件是
Ο

� 7 了6、7连续
,

� 7 Φ
6Γ 7 一 Γ ,

> 7
多6、7 的导数有限

,

至多带有 限个间断点
%

我们 以后简称上述条件为 Η # 9 : < =
条

么丁ΖΥ
一一

生七乡拼竿丽

尸二 Σ − Τ ΣΘ

耳二
一

∃

玄一一一
Θ

一一

�
�一�

图  含有低速层结构的射线路径和走时 !据文献∀ # ∃%
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件
%

于是当 Θ 6月 满足 / Β 9 : < =
条件时

,

方程 6∃7 就有唯一的连续解 Σ Ο
Τ Σ

9 一 � ,

也即可得

Δ
一Η 一

Κ 公式
Ο

Ψ6
‘
7 一 生 ]9⊥∃ 嘿坐导

%

“
一 � ς Ρ

’

一 ‘ ’

6Β 7

但是
,

当 Θ 6对 不连续
,

出现间断时
,

如图 � 所示
,

这就违反 了可应用 Δ
一Η 一

Κ 公式

的条件
%

此时方程 6∃7如何求解 _ 我们将着手研究这个 问题
%

首先我们注意到
,

按照 Η Β 9:
< = 的 另一条定理

,

对于具有 此9: < =
条件的

; 6幻
,

6! 7 式

等价于
, , , 、

一

Υ 0 Ζ‘ 找幻ΣΜ
0戈Ε 户 一 一 ∃

⎯

一万干α α α α
汀 “ “

ς 互一 Μ

6Ν 7

解公式 6Ν 7实际
Υ

1类似于线性方程组中的一种所 谓
“

自然解
”

6) ∋ ; ≅ =∋ ∃ . # ∃≅ ; 8# ϑ ,

1 # ϑ 9 Φ # Α ,

�  Β � 7
,

假若我们把方程 6∴ 7中的 Ζ“7 变换成

甲6。7Σ 刀

丫万丁万
63 7

�

 
‘

一一
、
,
户

七&
了‘、

其中 甲!劝 可称之谓
“

生成函数
”

‘!劣%

∋ ( ) ∗ ∀+ ∋ , −. ∋ ( ∀ +/ ∋
%

0

把 ! 1 %式代入 ! # %式
2

仁&门30

∃
4

5 夸
。

丫
二 一 夸

’

甲! 2 %5 。

丫了丁可

,(

6
!�

一 62
、! ”%7”

于是就有

甲! 尤% 一 + ! 戈% 8
二

把上式代人 ! 9% 式
,

就得到了 !:% 式
0

解公式 ! :% 有着这样的特殊性质
,

假如方程 ! # %的解不唯一
,

则在! # %式的所有解中
,

解

公式 ! : %具有
“

最小长度
” 0

我们不去证明它
,

但在以后的应用中我们将看到这一点
0

除此

之外
,

从广义函数观点看来
,

解答 ! : %式的形式允许我们可以考虑
不!劝 的不连续性及非有

限的 云。%
0

因此解答 ! : %式的形式比解答 ! ;% 式的形式具有 更广泛的应用
0

譬如说
,

现在我们就可以应用 ! : %式于不连续走时曲线的反演问题
0

这时 < !刃 ! 如

图  % 可表示为
< !户% = > !户% ? △ >

·

≅ ! Α
Β

一 Α% ! Χ %

其中 >! 月 是 Δ 的连续函数
,

△> 为常数
,

即为影区大小
, ≅ 为 ≅ ( ∗Ε +9+ 5( 函数

0

对于

! Χ %式形式的 < !刃
,

应用公式 ! :% 的解答形式
,

方程 !  % 的 自然解是

5 二

5 ‘一 Φ

,

‘
,

兰乙匹二丝、

引
“

三弓罕导
“

一 Φ

Ε Α
“

一 ‘ Γ

5 Α
Η

一Φ

三
Ι

8三里、
Ι

产
Φ

兰 厂些丝!五二趁、
一

封
。

宜军攀髻材 十
告ϑ

“

丝一下里等一生酬
Ε Α

孟

一 “
7

“
。一 Φ

Ε Α’ 一 ‘ Γ
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吴明熙 Ο 不连续走时曲线的反演

‘二�

兰了王二宜�、
生 ]

“

三攀三攀
兀 “ ‘一 ,

丫尸 一 ‘一Φ

Σ尸
一 △‘ Ρ0 Δ 6Π

4

一 , 工
� 二‘一 ,

丫杯一
Ο 一 �

假如 Μ6 刃 的导函数 分6月 处处是有限的
,

则6� Γ7 式写成

业
一 生
二叮

一
些尘些 Ω

Σ 9 一 “ 忆 Σ ‘ 一 “ ⊥
。一 止 ‘

Τ , �

Υ
, 一 �

ς 犷 ‘

对 6� �7 式两边对于
‘一 �

积分
,

应用 Ο
6
‘
Γ7 ⎯ # ,

就有

△ Μ 九Δ 6Π
,

一 ‘一 ‘

7

� 、 Ο 一 ,

了州 一
‘一,

声

∃
4口

6
“
!
。
% Κ 工

‘

二
二翟粤

一

?
等

≅ !

一
厂
‘

,
。。·‘一’!’

∃‘
’

∃

:)

·

7
‘ > ! , % 7 ,

‘ 一 ∀

了尸 一
‘一 ,

! ∃ Λ %

! ∃ ∃ %

! ∃Φ %

! ∃Φ% 式在形式上完全与 ≅
一Μ 一

Ν 公式 ! Ο %一样
0

假如 双月 并非有 限
,

尤在 Α Κ 万 处
,

正如图 ∃ 所示
,

情况又将如何Π 为 了简洁地

解决这个问题
,

我们作如下的处理
0

首先
,

一般地说
,

由于 < !刃 不连续
,

按照 Θ Ο ΡΣ ( ) 定理
,

方程 !  % 的解 5Τ 8 5
‘一 ,

就不

再是唯一连续的 了
0

因此对应于 !  % 的齐次方程

), ’

7 Τ 8 7 Ρ 一’
,

一

Υ
一 ,

8 Ι , , “ “
‘

一

“
/ ‘

Ε Ρ ‘

一 Α
Γ

就可能有非零解 5 2
8 5

‘一 , ,

这就意味着低速层的 存在
0

因此
,

对于不连续的 < !刃
,

!  % 的一般解可表示 为
2

2 ! ‘ % 一

叮
尹

Κ
Κ

奥夔里 、 。
0

、 !
‘ 一 , 内

0

兀 “‘ 一 ,

丫尹 一 ‘一 Φ

! ∃ ς %

方程

! ∃ # %

其中 Ω 表示低速层的厚度
0

显然
,

在低速层内速度分布不能确定
0

当 Ω 不等于 。时
,

公式

! ∃# %中 5 2
8 5

‘“ 的总的
“

长度
”

显然要大于 ! ∃ Φ% 式 中 5 Τ8 5‘
Φ

的
0

急的“
长度

” 0

当然
, Ω 与 分!Δ % 在 Α 一 Α− 的非有限性是密切相关的

0

我们知道 ! Ξ + ΡΣ ∀ ( ) , ∃ Χ ς Φ %
,

若 2
!
‘
% 满足

Τ
!

Ρ
% 一 △ >

8
,

·
( / 9 Σ一‘!户

, Ρ % !  , %

则对应的 < !月 将 出现影区
0

我们注意到方程 !  % 及其解 ! ∃Λ% 之间显然存在着对偶关

系
0

因此
,

在 Α 一 万 处
,

若 >! 月 满足
> !户% = <

2

一 Ψ ( / 9 Σ 一‘

! Α
,

8Α%
,

! ∃ Ο %

其中 < , , Ψ 为常数
0

<
,

如图 0∃ 所示
, Ψ % Λ

0

则对应的 Τ!
‘% 解答也应有

“

影区
” ,

即对

应低速层的存在
0

于是
,

就导数的非有限性而言就有

兰 )兰!左%、Υ 一
Γ

一婆
一

0

5 Δ Ζ Η Δ 8  , 二Δ − ΗΔ
Ψ

丫川一 犷
! ∃ : %

把! ∃: %式代人 ! ∃ Λ% 式
,

再积分一次就可得到
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Φ
6

9
7 一 �

巴

⊥
∃

Θ 6户7Σ Ρ

丫万砚丁于玉
1 Δ 6‘ 一 Π=

‘

7

�

6�3 7

6� !7 式右边第一项为经典的 Δ
一Η 一

Κ 项
,

第二项为低速层厚度
%

在球对称地球 6球坐标系7的情况
,

要反演的方程是

△ 6, 。一

Ξ
6

Ξ
‘乙。”

6�  7

其中△为角距
, 4 。

为地球半径
, 犷

为最深点的半径
%

假定 △ 6刃 和 − 6刃 在 Ρ 一 Ρ
,

观测到跳跃 △ Ο

和 △ −
,

相应于直角系中的 1 存在

1 △ ,

于是方程有解 Ο

△ 6Π 7Σ Ρ

丫,
,

一 6
4
Τ
‘
7

,

1 △
·

Δ 6
。
Τ

4

一 Ρ尸7
%

门Ω

一
6� Γ 7

ϑ&
六∋�)8

‘了、)

产000064

[∋ !
Β 。

8
Β
% 一 生

对于多个跳跃
,

无论 < !刃 或 △ !刃
,

我们也能方便地写出相应的解答
0

三
、

讨 论

现在我们讨论低速层的情形
0

在低速层里我们知道

△

一 6ϑ6
Η ∀二 ‘“·

! Φ ∃ %

△ 2 Η 一

6ϑϑ
Η 5 Τ

Ρ !二%
( / 、 +

一

6ϑϑ
Φ , [ ∀二“

· ?

ϑϑ2
Φ , ∃。。 ∀ “·

一 , 6
△一 ? Φ ,

∃

%%2一
“·

其中 △ > , ,
△ ∴ ,

分别表示由于低速层在距离和走时上的跳跃
,

上
、

下界面深度
,

牙
,

一 Τ Β

一 刀
0

对于 ! ΦΦ %式
,

我们又可写成

! Φ Φ %

而
2 ∃ ,

牙
,

分别表示低速层的

△ ∴ [ 一 Α, △> Ι

ΦΑ 62ϑ一
‘

6%ϑ贵
Κ Ω

·

5 Τ
8 5

> ,

万万万表示 5 2
8 5

二
在 !Τ

2 ,

瓦% 中的平均值
0

显然

! Φ ς %

! Φ # %ΦΩ一细一一一
击一5>

中此其因

0

%
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0http://www.dizhenxb.org.cn
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丫△二
,

6△− ,
Τ Π

,

一 △二 ,

7

� 6� ! 7

当

乙 一 了△
二
6△− Τ Π

Ο

一 △二 7

时
,

表明跳跃完全由低速层所致
%

早在 �  > � 年
,

Α∃ 89: ;< = 曾把 6� ! 7式当成低速层厚度的上界
%

但是他的推导是有缺

陷的
%

按照 .∃ 89 :; < = 的记法
,

6� � 7式可写成

− Θ
,

Ζ
— 一—

州⎯ [

� Ψ ς ⊥

β � 一 6
,
Τ ς 7

�

χ
‘Τ ,

夕

竺全 Σ 夕
,

Σ 夕
6� Β 7

其中 −
,

Θ
,

∀ , 。

对应于本文的 △ − , ,
△Μ , , Ρ尸

, Ο
%

继而
,

对于公式 6� Β 7
,

对于固定的 Θ
,

寻

求这样的速度函数
Ο
6
。
7

,

使 丁达到极小
%

这样就得到欧拉方程
,

最终即可导致 6�约式
%

但是在低速层内
, Σ Ο

Τ面 是不连续的
,

这就违犯了应用变分原理的条件
%

及至 � Β Β 年
,

2 < = ∀ < = 和 & ∋ = ? ≅ Ο
:< ∀8 9: 提出了一个反演含有低速层结构的公式

Ο

Φ
、 一

汀
尹

Θ 6宁7Σ 宁

了 ,
,

一 ,
�

� 「居
δ

,

「
9 一 ‘

十 百 ⊥
二 Ο “ Φ

⊥
ε Σ ε

丫6
‘ 一�

一 , �

76、
,

一 , ,

7
’ 6� Ν 7

这里假 定只含一层低速层
%

� 6月 是参数为 Π 的射线达到最底部点的深度
%

事实上
,

对上式右边第二项进行化简
,

就可写成

%

0
⊥Φ 6,

卜士]
‘

⊥
’

Θ 6ε 7Σ ε
% 了二 Υ 、 ∃

一丁下α α 只 甲 “
‘

一
乙 ‘少 一 丁

ς ε
Ω

一 厂

Π ‘
△ Μ 6ε 7Σ 宁

户

丫、,

一 户
,

6� 3 7

其中

由于

△Μ6 妇 表示参数为 ε 的射线在低速层中所走的距离
Ο

△二6、7 一 ]
’‘ Ω

⊥ “ ‘

了

Ψε Σ Φ

9 一 �

一 扩

△Μ6 妇 不等于 Γ ,

显然 6� !7 式和我们推得的 6� !7 式是不相同的
%

究其根本原因
,

乃是 6� Ν 7式源于下面恒等式
Ο

Ψ 6δ 7 一

ΞΟ
‘”’Σ Ψ 6�  7

显然
,

对于包括低速层的结构来说
, Ψ 6刃 不再是 Π 的连续函数了

,

因此在公式 6�  7

中
,

把 Ψ 6刃 作为积分限当然是不合理的
%
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