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研究简报

　　　　　　地应力主应力的方位角求和与平均


石 耀 霖
（中国北京１０００３９中国科学院研究生院计算地球动力学实验室）
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　　在世界应力图编制中，９％来自地应力解除和水压破裂法，２３％来自井孔崩裂法，６３％来自震源机制，

５％来自地质方法（Ｚｏｂａｃｋ犲狋犪犾．，１９８９）．其中，除地应力解除和部分水压破裂测量资料能提供水平应力

的主应力大小和方向外，其余地应力测量方法仅能提供主应力方向，不能提供主应力大小．尽管在震源

机制等方法研究中也有一些研究者试图利用一些附加的假设估计地应力值的大小，但这些方法迄今尚未

得到普遍地应用（Ｃｈｅｎ，Ｄｕｄａ，１９９６；赵建涛等，２００２）．人们利用仅有方位的资料可以进行什么分析，需

要避免什么错误操作，是一个重要和基本的问题．然而，一些研究者却存在一些模糊或错误的观念和认

识．例如，一种常见的操作是一个小区域内有几个主应力方位测量结果时，把它们的平均值作为区域主

应力的方向；或者在仅知道方向时，试图把应力分解为不同成分之和并讨论其特征等．这样做是否可行

呢？许多貌似简单的问题后面隐蔽着重要的基础的概念．本文拟对这些问题进行讨论．

１　应力状态的应力张量描述和运算

描述一点的应力状态，需要知道该点的应力张量（Ｔｉｍｓｈｅｎｋｏ，Ｇｏｏｄｉｅｒ，１９７０）
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其中，τ狓狔 ＝τ狔狓，τ狓狕 ＝τ狕狓，τ狓狕 ＝τ狕狓，因此仅有６个独立分量．如果取狕轴为垂直方向，在地表σ狕 ＝０．在

接近地表的地质问题讨论中，往往可以假定为二维平面应力状况，这时对应力状态的描述可简化为

σ狓 τ狓狔

τ狓狔 σ（ ）
狔

（２）

这时有４个分量，但仅有３个独立分量．所谓了解了一点的应力状况，就是知道这些独立分量，然后可以

根据它们求出过该点任意方位剖面上受到的正应力和剪应力．应力的求和或分解、求平均值等运算，都

必须对应力张量的分量进行．

应力张量的表达方式是应力描述和运算的基础，然而，对地质分析来说，这种表达方式比较抽象，不

够直观．一种更加形象的表达方式是求应力张量的本征值和本征矢量，即主应力及其在空间的方位．在

二维情况下，两个主应力大小和方向为

σ１，２ ＝
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由于最大和最小主应力方位总是互相垂直，因此，这时也是用３个独立的量描述该应力状况．应该强调，

描述一点的应力状态要用张量，而不能用矢量．根据３个应力张量分量可以求主应力大小和方向，根据主

应力大小和方向也可以求应力张量的分量．无论用哪一种表达方式，或混杂的表达方式（例如，知道σ狓，

图１　（犪）用应力张量的分量描述应力状态，对应力

张量分量可以进行代数运算；（犫）以主应力

大小和方向表示应力状况形象而易于理解，

但不能对它们直接进行代数运算

σ狔 和主应力方向），均需要知道３个独立参量．

　　平面应力状态的图示方法如图１．如果使用应

力分量，其相应图示如图１ａ；如果用主应力表示，

其相应图示如图１ｂ．用矢量仅能表达位移或速度，

或在边界确定（即给定界面的法线方向）的条件下，

表示作用在边界上的应力（包括正应力和剪应力），

但这时的先决条件是必须明确给出边界．人们经

常在地质文献中看到一些陈述和附图，声称中国

受到印度板块的挤压，在图上印度一侧画上几个

指向北北东方向的箭头．如果这些箭头代表运动

速度，则是正确的；但如果认为这些箭头代表应力

作用，而又不明确画出边界的位置和走向，则是错误的．

２　方位角不能简单求和、分解或平均

如果在一个地方第一次测量的结果为

σ狓
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其主应力方向为
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第二次测量的结果为
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其主应力方向为

ｔａｎ２θ２ ＝
２τ狓狔２
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（８）

则它们的和为
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应力之和的方向为下式决定：

ｔａｎ２θ＝
２τ狓狔
σ狓－σ狔

＝
２（τ狓狔１＋τ狓狔２）

σ狓
１
＋σ狓

２
－σ狔１－σ狔２

（１０）

　　 如果简单地对θ１ 和θ２ 求和作平均，即θ′＝ （θ１＋θ２）／２，得到

ｔａｎ２θ′＝
ｔａｎθ１＋ｔａｎθ２
１－ｔａｎθ１ｔａｎθ２

（１１）

其中

ｔａｎθ１ ＝
１＋ｔａｎ

２２θ槡 １－１

ｔａｎ２θ１
（１２）

ｔａｎθ２ ＝
１＋ｔａｎ

２２θ槡 ２－１

ｔａｎ２θ２
（１３）

显而易见，一般情况下按式（１０）求出的θ和按式（１１）及式（１２）、（１３）、（６）、（８）求出的θ′是不相等的．我
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们来看两个例子．

例１：应力张量１为σ狓
１
＝２，σ狔１ ＝０，τ狓狔１ ＝０；应力张量２为σ狓２ ＝０，σ狔２ ＝１，τ狓狔２ ＝０．则应力１

的最大主应力σ
（１）
１ 为２，最小主应力σ

（１）
２ 为０，最大主应力方向与狓轴夹角为θ１＝０°．应力２的最大主应力

σ
（２）
１ 为２，最小主应力σ

（２）
２ 为０，最大主应力方向与狓轴夹角为θ２＝９０°．如果简单地对两个夹角求平均，会

得到应力之和最大主应力与狓轴夹角为４５°的错误结论，实际应力之和为σ狓 ＝２，σ狔 ＝１，τ狓狔１ ＝０；最大

主应力σ１ 为２，最小主应力σ２ 为１，最大主应力方向与狓轴夹角θ＝０°（图２）．

　　 例２：应力张量１为σ狓
１
＝２，σ狔１ ＝３，τ狓狔１ ＝０；应力张量２为σ狓２ ＝０，σ狔２ ＝０，τ狓狔２ ＝１．则应力

１的最大主应力σ
（１）
１ 为３，最小主应力σ

（１）
２ 为２，最大主应力方向与狓轴夹角为θ１ ＝９０°．应力２的最大主

应力σ
（２）
１ 为１，最小主应力σ

（２）
２ 为－１，最大主应力方向与狓轴夹角为θ２＝４５°．如果简单地对两个夹角求

平均，会得到应力之和最大主应力与狓轴夹角为６７．５°的错误结论，实际应力之和为σ狓 ＝２，σ狔 ＝３，τ狓狔１

＝１；最大主应力σ１ 为３．６１，最小主应力σ２ 为１．３９，最大主应力方向与狓轴夹角θ＝５８．３°（图３）．

　 　图２　（ａ）应力张量１；（ｂ）应力张量２；

　 　（ｃ）两个应力张量之和

图３　（ａ）应力张量１；（ｂ）应力张量２；

（ｃ）两个应力张量之和

　　总之，在应力求和或分解（即式（９）的运算）时，必须知道合计３个张量９个独立参量中的６个独立参

量（直接用张量的分量给出，或以主应力大小、方向形式间接给出），才能求另外３个参量．

３　主应力方位角求平均值的条件

上面谈到，一般情况下不能简单地对多个测量的主应力简单求平均值，那么，是否在一些特殊情况

下应力之和的主应力方向等于各测量方位角的平均值呢？

我们知道，在以两个主应力分别为坐标轴的坐标系中，应力张量可表示为

σ１ ０

０ σ（ ）２ ＝
σ１＋σ２
２

０

０
σ１＋σ２

烄

烆

烌

烎２

＋

σ１－σ２
２

０

０ －
σ１－σ２

烄

烆

烌

烎２

＝
狆 ０

０（ ）狆 ＋
Δσ ０

０ －Δ（ ）σ （１４）

其中，狆＝（σ１＋σ２）／２，Δσ＝（σ１－σ２）／２，分别为均匀静压平均应力和最大剪应力．如果在地质问题中取

ＥＷ方向为狓轴，ＮＳ方向为狔轴，主应力与狓轴夹角为θ，则在该坐标系下该应力张量表达式为

σ狓 τ狓狔

τ狓狔 σ（ ）
狔

＝
狆 ０

０（ ）狆 ＋
Δσｃｏｓ２θ Δσｓｉｎ２θ

Δσｓｉｎ２θ －Δσｃｏｓ２（ ）θ （１５）

主应力方向仅由上式右边第二项决定．

如果在一个地方第一次测量的结果为

σ狓
１
τ狓狔１

τ狓狔１ σ狔（ ）１ ＝
狆１ ０

０ 狆（ ）１ ＋
Δσ

（１）ｃｏｓ２θ１ Δσ
（１）ｓｉｎ２θ１

Δσ
（１）ｓｉｎ２θ１ －Δσ

（１）ｃｏｓ２θ（ ）１ （１６）

第二次测量的结果为

σ狓
２
τ狓狔２

τ狓狔２ σ狔（ ）２ ＝
狆２ ０

０ 狆（ ）２ ＋
Δσ

（２）ｃｏｓ２θ２ Δσ
（２）ｓｉｎ２θ２

Δσ
（２）ｓｉｎ２θ２ －Δσ

（２）ｃｏｓ２θ（ ）２ （１７）

当Δσ
（１）
＝Δσ

（２）
＝Δ犛时，则它们的和为
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σ狓
１
τ狓狔１

τ狓狔１ σ狔

烄

烆

烌

烎１
＝
狆１＋狆２ ０

０ 狆１＋狆（ ）２ ＋　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　 　
２Δ犛ｃｏｓ（θ１＋θ２）ｃｏｓ（θ１－θ２） 　２Δ犛ｓｉｎ（θ１＋θ２）ｃｏｓ（θ１－θ２）

２Δ犛ｓｉｎ（θ１＋θ２）ｃｏｓ（θ１－θ２） 　－２Δ犛ｃｏｓ（θ１＋θ２）ｃｏｓ（θ１－θ２（ ）） （１８）

不难证明，这时的

ｔａｎ２θ＝
２τ狓狔
σ狓－σ狔

＝
ｓｉｎ（θ１＋θ２）ｃｏｓ（θ１－θ２）

ｃｏｓ（θ１＋θ２）ｃｏｓ（θ１－θ２）
＝ｔａｎ（θ１＋θ２） （１９）

即简单的对θ１和θ２求和做平均，即θ′＝ （θ１＋θ２）／２恰好与应力之和的主应力方位角θ一致．其条件是各

次测量的最大剪应力均相等．在狀个应力求平均时，遵从相同的Δσ
（犻）
＝Δ犛的条件．

４　讨论和结论

以上分析可概括为：

１）应力状态的描述必须用应力张量；应力张量的运算，包括求和、分解或求平均值，必须对应力张

量的分量进行．然而对于地质工作者应力分量的表示方法往往不够形象直观，难以直接了解其含义．

２）采用主应力的大小和方向提供了形象直观的描述应力状态的另一变通方法，然而不能对其大小方

向直接进行代数运算．必须先转换为应力张量分量进行运算，再从结果重新计算主应力大小和方向．

具体对震源机制问题，如果我们知道地震矩张量，则可以对张量分量进行运算，包括求平均值，然后

计算平均值的主应力大小方向．然而如果我们仅使用Ｐ波初动资料，仅仅知道主应力的方位，不知道主

应力大小，原则上，特别在各测量主应力方位相差较大的情况下，是无法从同一小区域多个观测求主应

力平均值的．仅在各应力张量的最大剪应力均相等条件下才能这样平均，但很难确保这种条件恰好会被

满足．不过，如果测量的方位角数据比较集中，作为一种粗糙的处理方法，仍然可以采取这种做法．但在

这样做的时候，应该了解这种做法的缺陷和不足．

以上原理，在其它一些问题中同样适用．例如，在同一钻孔中进行数次应力解除对结果求平均值；在

测过绝对应力的台站上继续观测应力变化，计算变化后的应力状态；试图把应力张量分解为长波和短波

分量；ＧＰＳ或ＩｎＳＡＲ测量一个时间段内的位移并计算相应的应变或应力变化量后，与原来的背景应力场

叠加等等，都必须遵从同样的原则．在需要对应力张量的分量进行代数运算时，又仅知道主应力方向，而

不知道它们的大小时，必须格外小心注意．
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