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双相各向异性介质中弹性波传播

伪谱法数值模拟研究
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摘要　当地下介质存在各向异性时，在观测坐标系下的弹性参数与自然坐标系下的弹性参数

不一定相同．首先，根据势能密度和耗散能密度与坐标轴无关的原理，推导出了双相各向异

性介质中观测坐标系下弹性参数与自然坐标系下弹性参数之间的关系；然后，从任意双相各

向异性中弹性波波动方程出发，得出了该方程的伪谱法数值解法；最后，通过数值模拟，观

测到了存在于双相各向异性介质中的４类波，即快纵波、慢纵波、快横波和慢横波．在双相

各向异性介质中，ＳＶ波传播的波前面上仍然存在波面尖角，这些尖角在界面上要发生反射

和透射．另外，数值模拟结果中可见转换慢纵波和慢纵波的转换波．
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引言

双相各向异性介质中弹性波传播规律的研究，在地球物理勘探和地震工程等领域具有

广泛的实际意义．Ｂｉｏｔ（１９５５，１９５６，１９６２）奠定了双相介质波动传播理论的基础．Ｂｉｏｔ双相

各向异性理论假定：固体骨架是统计各向异性的，孔隙中充满着各向同性、具有粘滞性和

可压缩性的流体，骨架和流体之间存在相对位移，固体和流体的接触面可以形成摩擦．根

据Ｂｉｏｔ理论，在双相各向异性介质中，存在两类纵波和两类横波：第１类纵波，即快纵波，

类似于无孔隙单相各向异性介质中的纵波；第２类纵波，即慢纵波，具有较强的频散和衰

减，并具有扩散过程的性质，类似于热传导过程．两类横波类似于无孔隙单相各向异性介

质中的横波．Ｚｈｕ和 ＭｃＭｅｃｈａｎ（１９９１）通过对双相各向同性介质中弹性波波场的模拟，观

测到了双相各向同性介质中的３类波，并且研究了孔隙度、渗透率和固流相之间的摩擦随

空间变化对３类波的影响．Ｄａｉ等（１９９５）通过双相各向同性介质中弹性波传播有限差分数

值模拟，分析得到了砂岩含不同流体时对反射波振幅的影响．刘银斌等（１９９４）曾分析柱坐

标系下横向各向同性介质弹性波传播特征．魏修成（１９９５）对双相各向异性介质中弹性波进

行了进一步的研究，并进行了有限差分数值模拟．刘洋和李承楚（１９９９）计算分析了频率对

双相横向各向同性介质中弹性波的相速度、衰减、双相振幅比和偏振特征的影响．

为了深入研究弹性波在双相各向异性介质中的传播规律，本研究首先根据势能密度和
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耗散能密度与坐标轴无关的原理，推导出了双相各向异性介质中，在观测坐标系下弹性参

数与在自然坐标系下弹性参数之间的关系；然后，推导出了双相各向异性介质中波动方程

的伪谱法数值解法；最后，利用伪谱法数值模拟方法，观测到了双相各向异性介质中４类

弹性波、ＳＶ波波面尖角、横波分裂以及波的反射和透射现象．

１　观测坐标系与自然坐标系下弹性参数的关系

在各向同性介质中，由于介质沿各个方向的弹性性质是完全相同的，所以弹性参数的

描述在不同坐标系下都是相同的．而在各向异性介质中，不同坐标系下对弹性参数的描述

则不一定相同．

１．１　观测坐标系与自然坐标系

自然坐标系是指由本征方程所描述的坐标系，其对称主轴同最小水平应力方向一致，

３个坐标轴方向就是其本征方向，所以有时也把自然坐标系称为本征坐标系或局部坐标系．

图１　观测坐标系与自然坐标系关系示意图

自然坐标系在实际地层中是客观存在的，不依

赖于人为确定的观测坐标系．观测坐标系是指

人们在实际观测或数值模拟中确定的坐标系．

　　当观测坐标系与自然坐标系不重合时，观

测坐标系与自然坐标系的关系如图１所示．图

１中，狅狓狔狕为观测坐标系，狅狓１狓２狓３ 为自然坐

标系，狅犃为狅狓狔与狅狓１狓２ 两平面的交线，箭头

方向表示角度取正值的方向．

观测坐标系与自然坐标系之间的坐标变换

关系为

（狓，狔，狕）
Ｔ
＝犃（狓１，狓２，狓３）

Ｔ （１）

其中，上标Ｔ表示对矩阵的转置，变换矩阵犃的表达式为

犃＝

ｃｏｓψｃｏｓθ－ｃｏｓφｓｉｎψｓｉｎθ －ｃｏｓψｓｉｎθ－ｃｏｓφｓｉｎψｃｏｓθ ｓｉｎφｓｉｎψ

ｓｉｎψｃｏｓθ＋ｃｏｓφｃｏｓψｓｉｎθ －ｓｉｎψｓｉｎθ＋ｃｏｓφｃｏｓψｃｏｓθ －ｓｉｎφｃｏｓψ

ｓｉｎφｓｉｎθ ｓｉｎφｃｏｓθ ｃｏｓ

熿

燀

燄

燅φ

（２）

则可推导出观测坐标系下的应变犲′与自然坐标系下的应变犲的关系为

犲＝犕
Ｔ犲′ （３）

其中 ，犲＝（犲狓狓，犲狔狔，犲狕狕，犲狔狕，犲狕狓，犲狓狔）
Ｔ，犲′＝（犲′狓狓，犲

′
狔狔，犲

′
狕狕，犲

′
狔狕，犲

′
狕狓，犲

′
狓狔）

Ｔ，变换矩阵犕 为

坐标变换矩阵犃的Ｂｏｎｄ变换矩阵（Ｗｉｎｔｅｒｓｔｅｉｎ，１９９０）．为叙述方便，观测坐标系下相应

的位移、应变和弹性参数均带有上角标．

１．２　双相各向异性介质中的弹性参数

双相各向异性介质的弹性参数由固相参数矩阵犆、流相参数向量犙、固流相耦合参数

犚和耗散参数矩阵犅来描述（Ｂｉｏｔ，１９５６）．其中，犆＝［犮犻犼］６×６，犙＝（犙１，犙２，犙３，犙４，犙５，

犙６）
Ｔ，犅＝［犫犻犼］３×３，犅和犆均为对称阵．

在自然坐标系下，双相各向异性介质的应变能密度犘犈可表示为

犘犈 ＝ （σ
Ｔ犲＋狊ε）／２ （４）

其中，σ＝（σ狓狓，σ狔狔，σ狕狕，σ狔狕，σ狕狓，σ狓狔）
Ｔ 表示固体骨架应力张量，狊表示孔隙流体有效压力，ε
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是孔隙流体的应变，犲为固相应变张量．

在双相各向异性介质中，介质中应力与应变的关系满足广义虎克定律

σ

（）狊 ＝
犆 犙

犙
Ｔ（ ）犚

犲

（）ε （５）

其中，犆为固体骨架的弹性参数，犆＝［犮犻犼］６×６；犚为孔隙流体的弹性参数；犙为表征固体体

积与流体体积变化之间耦合关系，犙＝（犙犻）１×６．

将式（５）代入式（４）并化简得

犘犈 ＝
１

２
犲Ｔ犆Ｔ犲＋犲

Ｔ
犙ε＋

１

２
犚ε

２ （６）

在上式中，等式右边第１项表示固相应变能密度，第２项表示固流耦合相应变能密度，第３

项表示流相应变能密度．

类似地，我们可以得到观测坐标系下的应变能密度为

犘犈′＝
１

２
犲′Ｔ犆′Ｔ犲′＋犲

′Ｔ
犙
′
ε
′
＋
１

２
犚′ε

′２ （７）

　　由于固相应变能密度、固流耦合相应变能密度和流相应变能密度均不随坐标系的变化

而变化，而且流体是各向同性的，并且利用式（３），以及任意的犲′均满足应变能密度相等，

所以必有

犆′＝犕犆犕
Ｔ

犚′＝犚

犙′＝犕

烅

烄

烆 犙

（８）

自然坐标系和观测坐标系下的耗散能密度犇犈和犇犈′分别为

犇犈 ＝ （珔狌－狌）
Ｔ犅（珔狌－狌）／２＝ （珔狌′－狌′）

Ｔ犃犅犃Ｔ（珔狌′－狌′）／２ （９）

犇犈′＝ （珔狌′－狌′）
Ｔ犅′（珔狌′－狌′）／２ （１０）

其中，狌是固相位移向量，且狌＝（狌狓，狌狔，狌狕）
Ｔ；珔狌是流相位移向量，且珔狌＝（珔狌狓，珔狌狔，珔狌狕）．

同理，根据耗散能密度不随坐标系变化而变化的原理，对于任意的（珔狌′－狌′），要满足

耗散能密度相等，必有

犅′＝犃犅犃
Ｔ （１１）

２　弹性波波动方程

根据Ｂｉｏｔ理论，双相各向异性介质中弹性波波动方程为

∑
３

犽，狆，狇＝１


２（犮犻犽狆狇狌狆）

狓犽狓狇
＋∑

３

狇＝１

（犙犻狇ε）

狓狇
＝

２（ρ１１狌犻＋ρ１２珔狌犻）

狋
２ ＋∑

３

狆＝１

犫犻狆
（狌狆－珔狌狆）

狋

∑
３

狆，狇＝１


２（犙狆狇狌狆）

狓犻狓狇
＋
（犚ε）

狓犻
＝

２（ρ１２狌犻＋ρ２２珔狌犻）

狋
２ －∑

３

狆＝１

犫犻狆
（狌狆－珔狌狆）



烅

烄

烆 狋

（１２）

其中，ε表示流相的体应变，ε＝∑
３

狆＝１

（珔狌狆／狓狆），犻＝１，２，３；犮犻犽狆狇为固相弹性参数，犙犻狆为固流

耦合相弹性参数，犚为流体弹性参数，犫犻狆为耗散系数，ρ１１，ρ１２和ρ２２为固相、耦合相和流相

的质量密度参数；狌狆 为固相位移分量，珔狌狆 为流相位移分量．通过符号简化，则在双相各向

异性介质中，可由固相弹性参数矩阵犆、耦合相弹性参数矩阵犙、流相参数犚和耗散系数

矩阵犅等弹性参数来描述．其中，犆为６×６阶对称矩阵，犙为１×６阶矩阵，犚为一个数，
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犅为３×３阶矩阵．犆，犙和犅都是指在观测坐标系下介质的弹性参数．

３　波动方程伪谱法的数值解法

波动方程伪谱法的数值解法是采用富里叶变换方法计算对空间的偏导数，采用差分方

法计算对时间的偏导数．该方法相对于有限元和有限差分而言，可使用较大网格．相对于

有限差分而言，无频散误差、精度高，而且利用快速富里叶变换（ＦＦＴ）计算空间导数，速

度也较快．

３．１　富里叶变换法求空间导数的原理

设函数犵（狓１，狓２，…，狓犿）的富里叶正变换为犌（犽狓
１
，犽狓

２
，…，犽狓犿），则

犵（狓１，狓２，…，狓犿）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞

…∫
＋∞

－∞
犌（犽狓

１
，犽狓

２
，…，犽狓犿）ｅ

－犻（犽狓
１
狓＋犽狓

２
狓＋…＋犽狓

犿
狓）ｄ犽狓

１
ｄ犽狓

２
…ｄ犽狓犿（１３）

　　两边对狓１ 取狀１ 阶导数，对狓２ 取狀２ 阶导数，……，对狓犿 取狀犿 阶导数，则有

ｄ犵
（狀
１＋狀２＋

…，＋狀犿
）（狓１，狓２，…，狓犿）

ｄ狓狀１１ｄ狓
狀
２
２ …ｄ狓

狀犿
犿

＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞

…∫
＋∞

－∞

（－犻犽狓
１
）狀１（－犻犽狓

２
）狀２… （－犻犽狓犿）

狀犿 ×

犌（犽狓
１
，犽狓

２
，…，犽狓犿）ｅ

－犻（犽狓
１
狓＋犽狓

２
狓＋…＋犽狓

犿
狓）ｄ犽狓

１
ｄ犽狓

２
…ｄ犽狓犿 （１４）

若令狓＝（狓１，狓２，…，狓犿），犽＝（犽狓
１
，犽狓

２
，…，犽狓犿），则用富里叶变换求解空间导数的过程为

犵（狓）→
ＦＦＴ

犌（犽）→ （－犻犽狓１）
狀
１（－犻犽狓

２
）狀２…（－犻犽狓犿）

狀犿犌（犽）→
ＦＦＴ

－１

ｄ犵
（狀
１＋狀２＋

…，＋狀犿
）（狓）

ｄ狓狀１１ｄ狓
狀
２
２ …犱狓

狀犿
犿

（１５）

３．２　波动方程伪谱法的数值解法

对于时间导数，我们采用二阶中心差分法求解；对于空间导数，采用快速富里叶变换

方法求解．则双相各向异性介质中弹性波伪谱法数值模拟的递推方程为

狌（狋＋Δ狋）＝ （犌－０．５Δ狋犎）－
１ （Δ狋）

２犱狋＋２犌狌狋－（犌＋０．５Δ狋犎）狌（狋－Δ狋［ ］） （１６）

其中 犌＝
ρ１１犐 ρ１２犐

ρ１２犐 ρ２２
［ ］犐 （１７）

犎＝
－犅 犅

犅 －［ ］犅 （１８）

狌＝ （狌狓，狌狔，狌狕，珔狌狓，珔狌狔，珔狌狕）
Ｔ （１９）

犱＝ （犱狓，犱狔，犱狕，珚犱狓，珚犱狔，珚犱狕）
Ｔ （２０）

犐为３×３阶单位距阵；犱狓（狋），犱狔（狋），犱狕（狋）、珚犱狓（狋）、珚犱狔（狋）和珚犱狕（狋）分别为双相各向异性介

质中弹性波波动方程（１２）中与空间导数有关的项（即方程左边项），上标Ｔ表示转置，Δ狋表

示时间步长．

４　弹性波传播特征的观测

４．１　４类波的观测

含流体定向裂隙是一种典型的双相横向各向同性介质．双相横向各向同性介质在自然

坐标系下的弹性参数可由固相的５个独立弹性参数犮１１，犮１３，犮３３，犮４４和犮６６，流相的一个独立

参数犚，固流耦合相的两个独立参数犙１ 和犙３，以及两个独立的耗散系数参数犫１１和犫３３来描

述（刘洋，李承楚，１９９９）．我们以表１的模型１为例，介质为均匀双相横向各向同性，裂隙

面倾角为６０°，测线与裂隙面成４５°夹角，震源位于模型中心．利用双相各向异性介质中的
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Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ方程，可以计算出４类波的速度面曲线（如图２ａ所示），由内到外依次为慢纵波

（Ｐ２）、慢横波（Ｓ２）、快横波（Ｓ１）和快纵波（Ｐ１）．图２ｂ为伪谱法数值模拟得到的瞬时波场图

（固相狓分量初始位移激发），可以看出，瞬时波场中的４类波波前面与速度面曲线是一致

的．

表１　模型１参数

固相参数

犮１１ 犮１３ 犮３３ 犮４４ 犮６６ ρ１１

流相参数

犚 ρ２２

耦合参数

犙１ 犙３ ρ１２

耗散参数

犫１１ 犫３３

２６．４ ６．１１ １５．６ ４．３８ ６．８４ ２．１７ ０．３３１ ０．１９１ １．１４ ０．９５３ －０．０８３ ０．５００ ３．００

　注：犮犻犼，犚，犙犻的单位为１０９ｋｇ／ｍ·ｓ２；犫犻犼的单位为１０６ｋｇ／ｍ３·ｓ；ρ犻犼的单位为１０
３ｋｇ／ｍ３．

图２　模型１中的４类波速度曲面和传播快照对比图（裂隙面倾角为６０°，

观测面与裂隙面成４５°夹角，传播快照为狋＝１５０ｍｓ时的固相狓分量）

４．２　横波分裂现象

在各向异性介质中，由于两类横波速度大小之间存在差异，一般都能观测到横波分裂

现象（除两类横波速度相同的方向外）．在图２ｂ中，我们可清楚地看到横波分裂现象．由于

两类横波速度在４个特定传播方向上速度相等，故在这４个方向上不发生横波分裂现象．

在其它方向，可见两类横波分开的现象．

４．３　犛犞波传播特征

在各向异性介质中，ＳＶ波在传播过程中，波前面会出现波面尖角（Ｗｈｉｔｅ，１９８２）．本

研究数值模拟试验表明，在双相各向异性介质中，这种现象仍然存在．以模型２为例，如

表２中，ＴＩＶ（ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｉｓｏｔｒｏｐｙｗｉｔｈａｖｅｒｔｉｃａｌａｘｉｓｏｆｓｙｍｍｅｔｒｙ）是指具有垂直对称轴的

横向各向同性；ＴＩＨ（ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｉｓｏｔｒｏｐｙｗｉｔｈａｈｏｒｉｚｏｎｔａｌａｘｉｓｏｆｓｙｍｍｅｔｒｙ）是指具有水平

对称轴的横向各向同性；测线方向与介质２的裂隙面成４５°夹角，固相狕方向位移激发．图

３为不同时间的瞬时波场图，图中上标ｕ表示上行波，ｄ表示下行波．从图３中可清晰地看

到ＳＶ波的波面尖角．这些波面尖角在界面上同样也发生反射和透射，使波场变得更加丰

富、复杂．
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表２　模型２双相各向异性介质弹性参数

介　质
固相参数

犮１１ 犮１３ 犮３３ 犮４４ 犮６６ ρ１１

流相参数

犚 ρ２２

耦合参数

犙１ 犙３ ρ１２

耗散参数

犫１１ 犫３３

介质１

（双相ＴＩＶ）

２６．４

　

６．１１

　

１５．６

　

４．３８

　

６．８４

　

２．１７

　

０．３３１

　

０．１９１

　

１．１４

　

０．９５３

　

－０．０８３

　

０．５００

　

３．００

　

介质２

（双相ＴＩＨ）

５２．２

　

１２．３

　

３０．９

　

９．８３

　

１２．１

　

２．７７

　

０．７９１

　

０．２５５

　

０．７７０

　

０．７００

　

－０．１００

　

８７５

　

７０００

　

　注：犮犻犼，犚，犙犻的单位为１０９ｋｇ／ｍ·ｓ２；犫犻犼的单位为１０６ｋｇ／ｍ３·ｓ；ρ犻犼的单位为１０
３ｋｇ／ｍ３．

图３　模型２不同时刻弹性波传播快照

４．４　反射与透射

为了观测到慢纵波在界面上的反射与透射，仍以模型２为例．采用ＶＳＰ（地面激发，井

中接收）观测方式，震源与井所组成的观测面与介质２裂隙面的夹角为４５°，震源到界面的

距离为４００ｍ，井与震源的水平距离为２００ｍ，第１个检波器到震源的垂直距离为０ｍ，检

波器间距为１０ｍ．

　　图４为模型２固相狕方向位移激发的ＶＳＰ两分量记录．图中可见快纵波、ＳＶ波和慢

纵波的反射与透射．这３类波在界面发生反射时，又各自反射或转换成了这３类波；而这３

类波在界面处发生透射后，在介质２中产生的慢纵波，由于其衰减很大（耗散系数大），所

以在ＶＳＰ记录上未能观测到．

５　结论

在双相各向异性介质中，存在着４类弹性波，它们分别是快纵波、慢纵波、快横波和

慢横波．ＳＶ波传播的波前面上仍然存在波面尖角，这些尖角在界面上要发生反射和透射．

在双相各向异性分界面上，非慢纵波要转换生成慢纵波，慢纵波也要转换成非慢纵波．当

耗散系数很大时，慢纵波衰减很大，所以一般难以记录到慢纵波．基于双相各向异性介质

模型的波动方程数值模拟结果，将更接近于地震波在实际介质中的传播情况，这将有助于

提高研究地震波在地下介质中传播规律的精度．
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图４　模型２的ＶＳＰ合成记录

（ａ）固相狓分量；（ｂ）固相狕分量；（ｃ）流相狓分量；（ｄ）流相狕分量
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