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地震波在饱和土层界面的反射与透射


杨　峻　　吴世明

（中国杭州３１００２７浙江大学）

摘要　研究了地震波在两种饱和土层界面的反射与透射，其中饱和土模型采用修改的Ｂｉｏｔ模

型．考虑土颗粒及孔隙流体的压缩性，并考虑了孔隙流体与土骨架之间的粘性耦合作用，文

中首先从理论上推导了地震波在界面发生反射与透射时，反射系数与透射系数的一般计算

式，尔后数值分析了第一Ｐ波入射时，各模式的波反射系数和透射系数与入射角及频率的关

系．本研究对地震工程中的波动勘测技术、场地地震反应分析等领域具有理论及应用价值．

主题词　　地震波　饱和土层　反射与透射

引言

在地震工程、地球物理及岩土工程等科学领域，地震波在两种介质界面的反射与透射

是重要的研究课题，至今在理论及工程应用上虽然已有不少成果（吴世明等，１９９２；Ｂｒｅｋ

ｈｏｖｓｋｉｋｈ，１９８０；Ｗｏｌｆ，１９８９），但这些研究主要还是基于土层为各向同性弹性固体这一假

设，而实际天然土层大多是一种流体饱和多孔介质，即所谓的饱和土．其中可传播３种体

波：第一Ｐ波（Ｐ１ 波），也称快纵波；第二Ｐ波（Ｐ２ 波），也称慢纵波和一种Ｓ波．３种波均

是衰减、弥散波，其各自的传播速度及衰减均与饱和土参数有关（Ｂｉｏｔ，１９６２）．可以预见，

地震波在两种饱和土层界面的反射与透射较之在两种理想的各向同性弹性固体界面的情形

要复杂得多．

Ｓｔｏｌｌ和Ｋａｎ（１９８１）研究了地震波由海水入射于海底沉积土时的反射与透射，以解释海

洋地震勘探资料；Ｄｅｒｅｓｉｅｗｉｃｚ和Ｌｅｖｙ（１９６７）、Ｈａｊｒａ和 Ｍｕｋｈｏｐｏｄｈｙａｙ（１９８２）先后发表了

地震波在弹性固体与饱和砂岩界面的反射与透射的研究成果，但他们的研究忽略了饱和土

中的粘性耦合效应，与饱和土实际波动特征不符．基于此，本文研究了更一般、更复杂的

情况，即地震波以任意角度由一种饱和土层入射于另一饱和土层时的反射与透射．其中饱

和土模型采用实用的修改Ｂｉｏｔ模型（Ｂｉｏｔ，１９６２；Ｐｈｉｌｉｐｐａｃｏｐｏｕｌｏｓ，１９８７）．一方面可考虑

土颗粒及孔隙流体的压缩性，考虑土骨架与孔隙流体的粘性耦合作用；另一方面忽略一些

过于复杂、物理意义不明确的因素．文中导出了地震波在两种饱和土层界面反射与透射

时，各模式波反射系数与透射系数的一般计算式，尔后给出了有意义的数值算例分析．

 １９９５０７０３收到初稿，１９９５１１２１收到修改稿并决定采用．
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１　理论推导

１．１　饱和土波动方程的势函数表示

由修改的Ｂｉｏｔ模型，位移形式的饱和土波动方程可表示为（Ｂｉｏｔ，１９６２；Ｐｈｉｌｉｐｐａｃｏ

ｐｏｕｌｏｓ，１９８７）

μ
２狌＋（λ＋μ＋α

２犕）ｇｒａｄ（ｄｉｖ狌）＋α犕ｇｒａｄ（ｄｉｖ狑）＝ρ狌̈＋ρ犳̈狑 （１ａ）

α犕ｇｒａｄ（ｄｉｖ狌）＋犕ｇｒａｄ（ｄｉｖ狑）＝ρ犳̈狌＋
ρ犳
狀
狑̈＋η

犽
狑 （１ｂ）

式中，狌，狑分别为土骨架位移矢量和流体相对于土骨架的位移矢量；ρ犳 为流体密度，ρ为

饱和土密度，ρ＝（１－狀）ρ狊＋狀ρ犳．其中，ρ狊为土颗粒密度，狀为饱和土孔隙率；η为流体粘滞

系数，犽为饱和土渗透系数（单位为ｍ２）；λ，μ为土骨架的Ｌａｍé常数；α，犕 为表征土颗粒

和孔隙流体压缩性的常数．

将位移场作势函数分解

狌＝ｇｒａｄφ狊＋ｃｕｒｌψ狊 （２ａ）

狑＝ｇｒａｄφ犳＋ｃｕｒｌψ犳 （２ｂ）

式中，φ狊，ψ狊为别为土骨架部分标量势和矢量势；φ犳，ψ犳 分别为流体部分的标量势和矢量

势．对波动方程（１）两边取散度，得

犕¨ψ＋犆

ψ－犓狆犔ψ＝０ （３ａ）

对波动方程（１）两边取旋度，得

犕¨ψ＋犆

ψ－犓狊犔ψ＝０ （３ｂ）

式中

犕 ＝

ρ ρ犳

ρ犳
ρ犳

熿

燀

燄

燅狀

　　　　　　　　　　犆＝

０ ０

０ η

熿

燀

燄

燅犽

犓狆 ＝
λ＋２μ＋α

２犕 α犕

α［ ］犕 犕
　　　　犓狊 ＝

μ ０

０［ ］
μ

犔＝

２ ０

０ ［ ］２ 　　　　　　　　　φ＝
［φ狊　　φ狊］

Ｔ

ψ＝ ［ψ狊　ψ犳］
Ｔ

显然，耦合方程（３ａ）、（３ｂ）分别描述了饱和土中Ｐ波和Ｓ波的传播特征．设式（３ａ）、（３ｂ）

的平面波形式解为

φ＝
φ狊

φ｛ ｝
犳

＝
犃狊ｅｘｐ［犻（ω狋－犾狆·狉）］

犃犳ｅｘｐ［犻（ω狋－犾狆·狉｛ ｝）］ （４）

ψ＝
ψ狊

ψ｛ ｝
犳

＝
犅狊ｅｘｐ［犻（ω狋－犾狊·狉）］

犅犳ｅｘｐ［犻（ω狋－犾狊·狉｛ ｝）］
（５）

式中，犾狆，犾狊分别为Ｐ波和Ｓ波的波矢，狉为位置矢．将式（４）、（５）代入（３ａ）、（３ｂ）可得Ｐ

波和Ｓ波弥散方程
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犃
犾狆（ ）ω

４

＋犅
犾狆（ ）ω

２

＋犆＝０ （６）

犈
犾狊（ ）ω

２

＋犆＝０ （７）

式中

犃＝ （λ＋２μ）犕　　　　　　　犅＝ （２αρ犳－ρ）犕－（λ＋２μ＋α
２犕）ρ犳

狀
－犻η
犽（ ）ω

犆＝ρ
ρ犳
狀
－犻η
犽（ ）ω －ρ

２
犳　　　　犈＝－μ

ρ犳
狀
－犻η
犽（ ）ω 　　　　　　　　　　　　　

由式（６）可求得第一Ｐ波（Ｐ１ 波）和第二Ｐ波（Ｐ２ 波）的波矢量值犾１，犾２ 和两标量势振幅

比

δ１ ＝
犃犳１
犃狊

１

＝
（λ＋２μ＋α

２犕）犾２１－ρω
２

ρ犳ω
２
－α犕犾

２
１

（８ａ）

δ２ ＝
犃犳２
犃狊

２

＝
（λ＋２μ＋α

２犕）犾２２－ρω
２

ρ犳ω
２
－α犕犾

２
２

（８ｂ）

同理，由式（７）可求得

δ３ ＝
犅犳
犅狊
＝μ
犾２狊 －ρω

２

ρ犳ω
２

（８ｃ）

图１　第一Ｐ波在界面的反射与透射

　　由式（６）、（７）的解可知，在饱和土中存在

３种体波．３种波均为弥散、衰减波，其相速度

和衰减与饱和土参数有关．

１．２　波场的势函数表示

如图１所示，设饱和土层１中频率为ω的

Ｐ１波以任意角度入射于饱和土层２，则在土层

１，２中分别存在反射Ｐ１ 波、Ｐ２ 波和Ｓ波及透

射Ｐ１ 波和Ｓ波．

　　界面两侧的波场可表示为

（１）犣＜０部分．入射Ｐ１ 波

φ狊 ＝犃犻１ｅｘｐ［犻（ω狋－犾犻１狓·狓－犾犻１狕·狕）］

（９ａ）

φ犳 ＝δ１犃犻１ｅｘｐ［犻（ω狋－犾犻１狓·狓－犾犻１狕·狕）］

（９ｂ）

反射Ｐ波（包括Ｐ１ 波和Ｐ２ 波）

φ狊 ＝犃狉１ｅｘｐ［犻（ω狋－犾狉１狓·狓＋犾狉１狕·狕）］＋犃狉２ｅｘｐ［犻（ω狋－犾狉２狓·狓＋犾狉２狕·狕）］ （９ｃ）

φ犳 ＝δ１犃狉１ｅｘｐ［犻（ω狋－犾狉１狓·狓＋犾狉１狕·狕）］＋δ２犃狉２ｅｘｐ［犻（ω狋－犾狉２狓·狓＋犾狉２狓·狕）］（９ｄ）

反射Ｓ波

ψ狊 ＝犃狉狊ｅｘｐ［犻（ω狋－犾狉狊狓·狓＋犾狉狊狕·狕）］ （９ｅ）

ψ犳 ＝δ３犃狉狊ｅｘｐ［犻（ω狋－犾狉狊狓·狓＋犾狉狊狕·狕）］ （９ｆ）

　　（２）犣＞０部分．透射Ｐ波（包括Ｐ１ 波和Ｐ２ 波）
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φ狊′＝犃狋１ｅｘｐ［犻（ω狋－犾狋１狓·狓－犾狋１狕·狕）］＋犃狋２ｅｘｐ［犻（ω狋－犾狋２狓·狓－犾狋２狕·狕）］ （１０ａ）

φ犳′＝δ１′犃狋１ｅｘｐ［犻（ω狋－犾狋１狓·狓－犾狋１狕·狕）］＋δ２′犃狋２ｅｘｐ［犻（ω狋－

犾狋２狓·狓－犾狋２狕·狕）］ （１０ｂ）

透射Ｓ波

ψ狊′＝犃狋狊ｅｘｐ［犻（ω狋－犾狋狊狓·狓－犾狋狊狕·狕）］ （１０ｃ）

ψ犳′＝δ３′犃狋狊ｅｘｐ［犻（ω狋－犾狋狊狓·狓－犾狋狊狕·狕）］ （１０ｄ）

式（９）～（１０）中 ，下标１，２，狊分别表示Ｐ１ 波、Ｐ２ 波和Ｓ波；下标狓，狕分别表示各波矢沿

狓方向、狕方向的分量；下标犻，狉，狋分别表示入射、反射和透射；δ１，δ２，δ３ 和δ１′，δ２′，δ３′

分别为土层１，２的参数，由式（８）确定（对于不同土层应采用相应土层的参数）．

１．３　反射系数和透射系数的计算式

在两种饱和土层界面，存在以下连续条件：

　　 应力连续 σ狕狘狕＝０－ ＝σ′狕狘狕＝０＋　　　τ狓狕狘狕＝０－ ＝τ
′
狓狕狘狕－０

＋ （１１ａ）

　　 位移连续 狌狓狘狕＝０－ ＝狌
′
狓狘狕＝０

＋　　　狌狕狘狕＝０－ ＝狌
′
狕狘狕＝０

＋ （１１ｂ）

　　 流量连续 狑狕狘狕＝０－ ＝狑
′
狕狘狕＝０

＋ （１１ｃ）

　　 孔压连续 狆
′
犳狘狕＝０

－ ＝狆
′
犳狘狕＝０

＋

式中，狆犳 为孔隙流体压力．

饱和土各物理量与势函数关系可表示为（Ｐｈｉｌｉｐｐａｃｏｐｏｕｌｏｓ，１９８７）

σ狕 ＝ （λ＋α
２犕）

２

φ狊＋α犕
２

φ犳＋２μ

２

φ狊

狕
２ ＋


２

ψ狊

狓（ ）狕
τ狓狕 ＝μ（２


２

φ狊

狓狕
＋

２

ψ狊

狓
２ －

２

ψ狊

狕
２
）

狌狕 ＝
φ狊

狕
＋
ψ狊

狓

狌狓 ＝
φ狊

狓
－
ψ狊

狕

狑狕 ＝
φ犳
狕
＋
ψ犳
狓

狆犳 ＝－犕（
２

φ犳＋α
２

φ狊

烅

烄

烆 ）

（１２）

　　将式（９）、（１０）、（１２）代入式（１１），并根据Ｓｎｅｌｌ定律

犾犻１狓 ＝犾狉２狓 ＝犾狉狊狓 ＝犾狋１狓 ＝犾狋２狓 ＝犾狋狊狓 （１３）

令犃犻犾＝１，经化简得

犘犃 ＝犙 （１４）

式中

犃＝ ［犃狉１　犃狉２　犃狉狊　犃狋１　犃狋２　犃狋狊］
Ｔ

犙＝ ［犾犻１狓　犾犻１狕　（λ犮１＋α１犕１δ１）犾
２
犻１－２μ１犾

２
犻１狓　２μ１犾犻１狓犾犻１狕　δ１犾犻１狕　δ１犾

２
犻１犕１＋α１犕１犾

２
犻１］

Ｔ

式中，λ犮１＝λ１＋２μ１＋α
２
１犕１；λ１，μ１，α１，犕１ 是饱和土层１的弹性常数．［犘］６×６各元素参见

附录．

求解方程组（１４）即可求得Ｐ１ 波、Ｐ２ 波和Ｓ波的土骨架部分势函数的反射系数犃狉１，

犃狉２，犃狉狊和透射系数犃狋１，犃狋２和犃狋狊．
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２　数值算例分析

饱和土层１，２的有关参数如表１所示．

表１　饱和土层１，２的参数

λ

／Ｎ·ｍ－２
μ

／Ｎ·ｍ－２
α

犕

／Ｎ·ｍ－２
ρ犳

／ｋｇ·ｍ－３
ρ狊

／ｋｇ·ｍ－３
狀

η

／Ｐａ·ｓ

犽

／ｍ２

土层１ ２．２２×１０７ ２．２１×１０７ ０．９９９０ ３．２１×１０９ １０００ ２６５０ ０．６ １０－３ １０－１１

土层２ ２．６２×１０７ ２．６１×１０７ ０．９９８８ ６．４４×１０９ １０００ ２６５０ ０．２７ １０－３ １０－１０

取频率犳＝１００Ｈｚ，两种饱和土中３种体波相速度及衰减如表２年示．入射角的变化

对反射系数、透射系数的影响如图２、图３所示．

表２　３种波速及衰减

波速／ｍ·ｓ－１

Ｐ１波 Ｐ２波 Ｓ波

波衰减／ｄＢ·ｍ－１

Ｐ１波 Ｐ２波 Ｓ波

土层１ １４０４．５ ２８．５ １１５．４ ２．９×１０－３ １８９．９５ ８．９５×１０－２

土层２ １７２５．２ ８７．５ １０９．１ ５．９９×１０－２ ４８．９６ ０．６８

由图２、图３可见，入射角对反射系数和透射系数的影响较大．随着入射角度的增大，

反射Ｐ１ 波幅值逐渐增大，透射Ｐ１ 波幅值也逐渐增大；并当入射角约为５５°时，透射Ｐ１ 波

幅值达到最大．尔后随着入射角的增大，其幅值逐渐减小．Ｓ波的反射系数和透射系数在

入射角约为６０°时达到最大，Ｐ２ 波的反射和透射系数较Ｐ１ 波和Ｓ波的都要小得多．同时可

看到，当入射角为０°，即波垂直入射时，无反射Ｓ波及透射Ｓ波；当入射角为９０°，即掠入

射时，只有反射Ｐ１ 波存在，这与弹性固体情况相似，与实际预想是一致的．

设Ｐ１ 波以３０°入射，频率的变化范围为５０Ｈｚ～９００ｋＨ狕．首先计算两种饱和土层中３

种体波的相速度和衰减的变化范围，如表３所列．反射系数、透射系数与频率的关系如图

４、图５所示．

表３　频率变化时波速和衰减的变化范围

波速／ｍ·ｓ－１

Ｐ１波 Ｐ２波 Ｓ波

波衰减／ｄＢ·ｍ－１

Ｐ１波 Ｐ２波 Ｓ波

土层１ １４０４．５～１５５７ ２０．２～２２３．２ １１５．４～１４４．４ ７．３×１０－４～５０ １３４．６～１４８０２．２×１０－２～１０２１

土层２ １７１９．７～１８７８ ６５．７～１４１．３ １０８．９～１１６．２ １．６×１０－２～１．２ ３６．８～７９ ０．２～１４．１

　　由图可见，Ｐ１ 波的反射和透射系数受频率的影响不大，而Ｓ波和Ｐ２ 波受频率的影响

相对较明显．进一步分析发现，各模式的波反射和透射系数在某个频率段有较明显的波

动．经计算发现这一频段与饱和土的特征频率相吻合：土层１的特征频率为９５００Ｈｚ，土

层２的特征频率为４３０Ｈｚ．其中特征频率只与饱和土参数有关（Ｂｉｏｔ，１９６２）．当频率很低

时，Ｐ２ 波的反射系数与透射系数趋于零，这与Ｐ２ 波的传播特征相符．
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图２　反射系数与入射角的关系

图３　透射系数与入射角的关系

图４　反射系数与频率的关系

图５　透射系数与频率的关系

３　结论

本文采用修改的Ｂｉｏｔ模型，研究了地震波在两种饱和土层界面的反射与透射．文中从

理论上推导了地震波以任意角度入射时的反射系数和透射系数的一般算式，数值计算了第

一Ｐ波入射时反射系数和透射系数与入射角及频率的关系．结果表明，入射角对反射系数
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和透射系数影响较大；在两种饱和土层特征频率段，反射系数和透射系数变化相对显著；

当频率较低时，第二Ｐ波的反射系数和透射系数很小，但无论如何，第二Ｐ波总会携带一

部分能量．需要说明的是，采用类似方法可分析Ｓ波入射时的情况．限于篇幅，本文从略．
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附录

［犘］６×６各元素表达式

犘１１＝－犾犻１狓 犘１２＝－犾狉２狓 犘１３＝－犾狉狊狕

犘１４＝犾狋１狓 犘１５＝犾狋２狓 犘１６＝－犾狋狊狕

犘２１＝犾犻１狕 犘２２＝犾狉２狕 犘２３＝－犾狉狊狓

犘２４＝犾狋１狕 犘２５＝犾狋２狕 犘２６＝犾狋狊狓

犘３１＝－（λ犮１＋α１犕１δ１）犾
２
犻１＋２μ１犾

２
犻１狓

犘３２＝－（λ犮１＋α１犕１δ２）犾
２
狉２＋２μ１犾

２
狉２狓

犘３３＝２μ１犾狉狊狓犾狉狊狕 犘３４＝（λ犮２＋α２犕２δ１′）犾
２
狋１－２μ２犾

２
狋１狓

犘３５＝（λ犮２＋α２犕２δ２′）犾
２
狋２－２μ２犾

２
狋２狓 犘３６＝２μ２犾狋狊狓犾狋狊狕

犘４１＝２μ１犾犻１狓犾犻１狕 犘４２＝２μ１犾狉２狓犾狉２狕 犘４３＝μ１犾
２
狉狊狕－μ１犾

２
狉狊狓

犘４４＝２μ２犾狋１狓犾狋１狕 犘４５＝２μ２犾狋２狓犾狋２狕 犘４６＝－μ２犾
２
狋狊狕＋μ２犾

２
狋狊狓

犘５１＝犾犻１狕δ１ 犘５２＝犾狉２狕δ２ 犘５３＝－犾狉狊狓δ３

犘５４＝犾狋１狕δ１′ 犘５５＝犾狋２狕δ２′ 犘５６＝犾狋狊狓δ３′

犘６１＝－（犾
２
犻１δ１＋α１犾

２
犻１）犕１ 犘６２＝－（犾

２
狉２δ２＋α１犾

２
狉２）犕１

犘６３＝０ 犘６４＝（犾
２
狋１δ１′＋α２犾

２
狋１）犕２

犘６５＝（犾
２
狋２δ２′＋α２犾

２
狋２）犕２ 犘６６＝０

其中，λ犮１＝λ１＋２μ１＋α
２
１犕１；λ犮２＝λ２＋２μ２＋α

２
２犕２；λ１，μ１，α１，犕１ 是饱和土层１的弹性常数；λ２，μ２，α２，

犕２ 是饱和土层２的弹性常数；δ１，δ２，δ３ 及δ１′，δ２′，δ３′分别是土层１和土层２的参数．
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