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摘要　根据积分变换方法得出了半空间内部作用简谐水平力时的 Ｇｒｅｅｎ函数．首先，利用

Ｈａｎｋｅｌ积分变换方法，直接对频域内的Ｂｉｏｔ波动方程进行求解，得出Ｂｉｏｔ波动方程的通解；

利用通解和半空间内部作用水平力时边界上的边界条件，以及力作用面上的连续性条件，可

以得出上述边值问题的解；对于边值问题在变换域内的解进行相应的逆变换，就可以得出频

域内的Ｇｒｅｅｎ函数．本文得到的线弹性退化解与文献中的结果吻合．最后，文中给出了两个

算例．

关键词　　Ｂｉｏｔ理论　Ｈａｎｋｅｌ变换　Ｇｒｅｅｎ函数　非轴对称
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引言

饱和土中波的传播问题对于土木工程、地球物理以及地震学都有重要的意义．Ｂｉｏｔ

（１９５６，１９６２）首先建立了饱和土中波的传播理论．此后，很多学者应用Ｂｉｏｔ的理论研究多

孔介质中波的传播问题．Ｐｈｉｌｉｐｐａｃｏｐｏｕｌｏｓ（１９８８）应用积分变换和势函数方法，研究了饱和

土表面作用垂直集中力时的Ｌａｍｂ问题．Ｓｅｎｊｕｎｔｉｃｈａｉ和Ｒａｊａｐａｋｓｅ（１９９４）研究了半无限平

面饱和土受水平力或垂直力时的Ｇｒｅｅｎ函数．Ｒａｊａｐａｋｓｅ和Ｓｅｎｊｕｎｔｉｃｈａｉ（１９９５）利用积分变

换方法和精确刚度矩阵方法，研究了层状弹性半平面饱和土在内部载荷作用下的稳态动力

响应．此外，利用对偶积分方程方法，Ｐｈｉｌｉｐｐａｃｏｐｏｕｌｏｓ（１９８９）以及金波和徐植信（１９９７）研

究了轴对称情形下的土与圆板的动力相互作用．

多孔介质的Ｇｒｅｅｎ函数对于解决结构与饱和土动力的相互作用具有重要意义．例如，

半空间饱和土内部的作用水平力时的Ｇｒｅｅｎ函数是解决结构和土内部非轴对称动力相互作

用问题的基础．本研究的目的是利用Ｈａｎｋｅｌ变换方法和Ｍｕｋｉ（１９６０）的Ｆｏｕｒｉｅｒ展开方法，

求解半空间饱和土内部作用简谐的水平力时的Ｇｒｅｅｎ函数．首先利用 Ｈａｎｋｅｌ积分变换方

法和 Ｍｕｋｉ（１９６０）的Ｆｏｕｒｉｅｒ展开方法，直接对频域内的Ｂｉｏｔ（１９５６，１９６２）波动方程进行求

解，得出Ｂｉｏｔ波动方程的通解；利用上述通解和半空间内部作用水平力时边界上的边界条
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件，以及力作用面上的连续性条件就可以得出上述边值问题的解．由于对所得变换域内的

解，无法通过逆变换得到其封闭解，因此，必须进行相应的数值逆变换，以得到频域内的

Ｇｒｅｅｎ函数．本文得到的线弹性退化解与已知的Ｐａｋ（１９８７）解吻合．最后，利用本研究方法

给出了半空间内部作用水平力时的两个算例．

１　控制方程及其通解

对于一般的土动力学问题（频率不高），可以忽略流体相对于土骨架的惯性项，则土体

平衡方程为（Ｂｉｏｔ，１９５６，１９６２；Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ犲狋犪犾．，１９８０）
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其中，狌狉，狌θ，狌狕 分别为土骨架以及流体相对于土骨架的径向、切向以及垂直方向位移；σ

为孔隙水压力；ρ，ρ狊，ρ犳 分别为两相介质、土骨架颗粒以及流体的密度，且ρ＝（１－狀）ρ狊＋

狀ρ犳，其中狀为土体的孔隙率；λ，犌为土骨架的Ｌａｍ′ｅ常数；犲为土骨架的体积应变．本文

中设拉应力为正，孔压以压为正．这样，有效应力原理可以表示为

σ狉 ＝σ
′
狉－σ　　　σθ＝σ

′
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′
狕－σ （２）

土骨架中流体的平衡方程可表示为

－
σ
狉
＝
１

犽′犱
狑狉＋ρ犳̈狌狉

－
１

狉
σ
θ
＝
１

犽′犱
狑θ＋ρ犳̈狌θ

－
σ
狕
＝
１

犽′犱
狑狕＋ρ犳̈狌

烅

烄

烆
狕

（３）

式中，狑狉，狑θ，狑狕 分别为流体相对于土骨架的径向、切向以及垂直方向位移，犽
′
犱＝

犽犱／（ρ犳犵），犽犱 为土骨架的动力渗透系数，犵为重力加速度．

假设土体的土颗粒和流体都不可压缩，则柱坐标下土体的渗流连续方程为
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式（１）、（３）、（４）即为流固两相介质动力问题的控制方程．

根据Ｈａｎｋｅｌ积分变换方法，并把所有的量对θ进行Ｆｏｕｒｉｅｒ展开（Ｍｕｋｉ，１９６０），则可

得到上述控制方程的通解．值得指出的是，当半空间作用沿狓轴方向并对狓轴对称的水平

力时，所有量的Ｆｏｕｒｉｅｒ展开都只有一项（Ｍｕｋｉ，１９６０），即犳（狉，θ，狕）＝犳１（狉，狕）ｃｏｓθ或

犳（狉，θ，狕）＝犳１（狉，狕）ｓｉｎθ．因此，对于本研究的水平力问题，求解上述控制方程得如下通

解：　　
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上式及以后所有的物理量都已略去角分布函数，真实的变换域内的通解必须乘上角分布函

数ｓｉｎθ或ｃｏｓθ（Ｍｕｋｉ，１９６０）．ξ为Ｈａｎｋｅｌ变换的变换参数，犿＝１．此外
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式中，ω为简谐载荷的角频率；α，δ取使得Ｒｅ（α）≥０，Ｒｅ（δ）≥０的分支．

此外，对于动力问题，流体的流量定义为流体相对于土骨架的位移对于时间的导数

（Ｂｉｏｔ，１９５６，１９６２），利用稳态条件得

狇狕 ＝ｉω狑狕 （７）

利用式（５）和稳态条件，可得变换域内流量的表达式为
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此外，式（５）中的任意函数犃１，犅１，…，犃５，犅５ 并不独立，且有下面的关系：

犃５ ＝
２δ

ξ
犃３＋犃４　　　犅５ ＝－

２δ

ξ
犅３＋犅４ （９）

式（５）、（８）即为变换域内位移、应力、孔压和流量的通解．

２　边值问题的求解

得出变换域内的通解以后，就可以求解图１所示的半空间饱和土内部作用简谐水平力

的问题．图１所示的均质半空间饱和土受简谐水平力犘犲ｉω狋作用，假设半空间表面完全透

水．为了求解该问题，以水平力所在的水平面为界面，把半空间区域分为犇１ 和犇２ 两个区

域（图１）．其中，犇１ 为厚度为犺的有限区域，而犇２ 则为无限区域．对于区域犇１ 内的珓σ
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的解可以通过把式（５）中的

任意函数犃１，犅１，…，犃５，犅５用犃
１
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１
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１
５，犅

１
５代替得到；对于区域犇２内的珓σ

犿
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图１　半空间饱和土受内部

简谐水平力作用
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的解，由于犇２ 为无限区域，根据犇２ 无穷

远处的正则条件，得式（５）中的犃１，…，犃５ 必须为０．

因此，令式（５）中的犃１，…，犃５ 为０，并且把式（５）中

的任意函数犅１，…，犅５ 用犅
２
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２
５ 来代替，即得

到区域犇２ 内相应物理量的解．根据式（９）可知，对于

图１所示的问题总共有１２个任意函数需要求解，即
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地建立边界条件和连续性条件，以求解上述１２个未

知任意函数．图１所示半空间内部受水平力作用时的

狕＝０有４个边界条件，即

珓σ
犿
１（ξ，０）＝０　　　珓σ

犿
狕
１
（ξ，０）＝０

珓σ
犿＋１
狕狉
１
（ξ，０）＋珓σ

犿＋１
狕θ１
（ξ，０）＝０　　　珓σ

犿－１
狕狉
１
（ξ，０）－珓σ

犿－１
狕θ１
（ξ，０）＝

烅
烄

烆 ０
（１０）

狕＝犺处的８个连续性条件可以表示为
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式中，当水平力是大小为犘的集中力时，狉狋 取犘／π；当水平力是合力为犘，且在半径为犚

的圆上均匀分布的沿狓 方向的分布载荷时，狉狋 取２犘犚犑１（犚ξ）／（犃ξ），其中犃 为均布的面

积．利用式（５）、（９）、（１０）和（１１），可以得出一组求解任意函数犃１１，犅
１
１，…，犃

１
４，犅

１
４ 和犅

２
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…，犅２４ 的线性方程组．求解上述方程组，可以得出任意函数犃
１
１，犅

１
１，…，犃

１
４，犅

１
４ 和犅

２
１，

…，犅２４．把任意函数代入变换域内相应量的表达式，即可以得到变换域内土骨架以及流体

相对于土骨架的位移、应力和孔压，再进行相应的数值逆变换，则可以得到频域内位移、

应力和孔压的值．

３　数值方法及算例

对上面所得的位移、应力和孔压的变换域内的表达式进行相应的逆变换，可以得到频

域内的解，即

犳（狉，狕）＝∫
∞

０
ξ
珟犳
犿（ξ，狕）犑犿（ξ，狉）ｄξ （１２）

虽然水相的存在使被积函数不会在实轴上出现奇点，但是，在有的参数条件下会使被积函

数的复数奇点影响积分精度．因此，为了使数值积分取得更好的精度，取土骨架的Ｌａｍ′ｅ
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常数为复数（Ｐｈｉｌｉｐｐａｃｏｐｏｕｌｏｓ，１９８８，１９８９；Ｓｅｎｊｕｎｔｉｃｈａｉ，Ｒａｊａｐａｋｓｅ，１９９４；Ｒａｊａｐａｋｓｅ，

Ｓｅｎｊｕｎｔｉｃｈａｉ，１９９５），即λ＝λ０（１＋ｉξ狊），犌＝犌０（１＋ｉξ狊），其中ξ狊 取０．０１～０．０３．这样就会

减小复数的奇点对数值积分精度的影响．此外，式（１２）是一个无穷的振荡积分，本文的计

算方法是首先找出被积函数的０点，然后再求出各个０点之间各区间的积分，再进行累加，

一般取２０个区间就能取得足够的精度．为了检验本研究方法的准确性，令ρ犳＝０，狀＝０，

则两相介质退化为单相介质．利用本研究方法对Ｐａｋ（１９８７）的两个算例进行了计算，对比

结果如图２，３所示．从比较结果可以看出，本研究结果与Ｐａｋ（１９８７）的结果吻合，本研究

中取ξ狊＝３％．

图２　本研究结果和Ｐａｋ算例１的比较 图３　本研究结果和Ｐａｋ算例２的比较

　　算例１　一个均布的狓方向的圆形简谐载荷，其圆心在狕轴，圆的半径为犪，该简谐载

荷的合力为犘犲ｉω狋．此外，圆形载荷离半空间表面的距离为犪．计算中取ρ狊＝２６００ｋｇ／ｍ
３，ρ犳

＝１０００ｋｇ／ｍ
３，孔隙率狀＝０．４，动力渗透系数犽犱＝１．０×１０

－７ｍ／ｓ，Ｌａｍ′ｅ系数λ０＝犌０＝

３．０×１０７Ｐａ，复模量虚部的系数ξ狊＝０．０３．图４给出了狕轴与半空间表面的交点处狓方向

的位移狌狓 随无量纲频率犪０ 的变化情形．其中，犪０＝ ρ／犌槡 ０ω犪．

算例２　一个大小为犘ｅ
ｉω狋的狓方向的集中力作用在狕轴上，距离表面为１０犚．计算中

取ρ狊＝２６００ｋｇ／ｍ
３，ρ犳＝１０００ｋｇ／ｍ

３，孔隙率狀＝０．５，动力渗透系数犽犱＝１．０×１０
－７ｍ／ｓ，

Ｌａｍ′ｅ系数λ０＝犌０＝３．０×１０
７Ｐａ，复模量虚部的系数ξ狊＝０．０３，无量纲频率犪０＝ ρ／犌槡 ０ω犚

＝０．４１６．图５，６给出了孔压沿距离狕轴为犚 的垂直线的变化情形．孔压进行了无量纲化，

即除以（犘／犚２）．狕坐标的变化范围为０．０犚～２０．０犚．此外，从图５，６可以看出，在集中力作

用平面，即狕＝１０犚处距离集中力为犚处，孔压的实部曲线有尖角出现，而虚部曲线则光滑．

　　图４　算例１中的狓方向位移狌狓 随

　　无量纲频率的变化

图５　算例２中的无量纲孔压

实部沿狕的变化
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４　结论

本研究利用Ｈａｎｋｅｌ积分变换方法，得到了半空间内部作用简谐水平力时的Ｇｒｅｅｎ函

图６　算例２中的无量纲孔压

虚部沿狕的变化

数．由于无法得到频域内位移、应力和孔压的封闭

形式解，因此，本研究采取数值逆变换方法求解水

平力的Ｇｒｅｅｎ函数．为了减小复数奇点对于数值

积分的影响，在本研究的积分表达式中取材料的

Ｌａｍ′ｅ常数为复数形式．本研究结果退化到线弹

性解时与已知的解吻合．显然，本研究结果可以用

来解决半空间内部结构物与饱和土的动力相互作

用．此外，根据本研究的结果不难得到水平力作用

下层状饱和土地基动力问题的传递矩阵，所以，本

研究的结果可以用来解决两相介质层状地基的非轴对称动力问题．

参　考　文　献

金波，徐植信．１９９７．多孔饱和半空间上刚体垂直振动的轴对称混合边值问题［Ｊ］．力学学报，２９（６）：７１１～７１９

ＢｉｏｔＭＡ．１９５６．Ｔｈｅｏｒｙｏｆｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｏｆｅｌａｓｔｉｃｗａｖｅｓｉｎａｆｌｕｉｄｓａｔｕｒａｔｅｄｐｏｒｏｕｓｓｏｌｉｄ，Ｉ，ｌｏｗｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒａｎｇ［Ｊ］．犑

犃犮狅狌狊狋犛狅犮犃犿犲狉，２８（２）：１６８～１７８

ＢｉｏｔＭＡ．１９６２．Ｍｅｃｈａｎｉｃｓｏｆｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎａｎｄａｃｏｕｓｔｉｃｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｉｎｐｏｒｏｕｓｍｅｄｉａ［Ｊ］．犑犃狆狆犾犘犺狔狊，３３（４）：１４８２～

１４９８

ＭｕｋｉＲ．１９６０．Ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃｐｒｏｂｌｅｍｓｏｆｔｈｅｔｈｅｏｒｙｏｆｅｌａｓｔｉｃｉｔｙｆｏｒａｓｅｍｉｉｎｆｉｎｉｔｅｓｏｌｉｄａｎｄａｔｈｉｃｋｐｌａｔｅ［Ａ］．Ｉｎ：Ｓｎｅｄｄｏｎ

ＩＮ，ＨｉｌｌＲｅｄｓ．犘狉狅犵狉犲狊狊犻狀犛狅犾犻犱犕犲犮犺犪狀犻犮狊［Ｃ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＡｍｓｔｅｒｄａｍＮｏｒｔｈＨｏｌｌａｎｄ，Ｉｎｔｅｒｓｃｉｅｎｃｅ，３９９

ＰａｋＲＹＳ．１９８７．Ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃｗａｖｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｉｎａｎｅｌａｓｔｉｃｈａｌｆｓｐａｃｅｂｙａｍｅｔｈｏｄｏｆｐｏｔｅｎｔｉａｌｓ［Ｊ］．犑犃狆狆犾犕犲犮犺，５４：

１２１～１２６

ＰｈｉｌｉｐｐａｃｏｐｏｕｌｏｓＡＪ．１９８８．Ｌａｍｂ′ｓｐｒｏｂｌｅｍｆｏｒｆｌｕｉｄｓａｔｕｒａｔｅｄ，ｐｏｒｏｕｓｍｅｄｉａ［Ｊ］．犅狌犾犾犛犲犻狊犿犛狅犮犃犿犲狉，７８（２）：９０８～

９２３

ＰｈｉｌｉｐｐａｃｏｐｏｕｌｏｓＡＪ．１９８９．Ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｖｉｂｒａｔｉｏｎｏｆｄｉｓｋｒｅｓｔｉｎｇｏｎｓａｔｕｒａｔｅｄｌａｙｅｒｅｄｈａｌｆｓｐａｃｅ［Ｊ］．犑犈狀犵犕犲犮犺，

犃犛犆犈，１１５（１０）：２３０１～２３２２

ＲａｊａｐａｋｓｅＲＫＮＤ，ＳｅｎｊｕｎｔｉｃｈａｉＴ．１９９５．Ｄｙｎａｍｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆａｍｕｌｔｉｌａｙｅｒｅｄｐｏｒｏｅｌａｓｔｉｃｍｅｄｉｕｍ［Ｊ］．犈犪狉狋犺狇犈狀犵

犛狋狉狌犮狋犇狔狀犪犿犻犮狊，２４：７０３～７２２

ＳｅｎｊｕｎｔｉｃｈａｉＴ，ＲａｊａｐａｋｓｅＲＫＮＤ．１９９４．ＤｙｎａｍｉｃＧｒｅｅｎ＇ｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｐｏｒｏｅｌａｓｔｉｃｈａｌｆｐｌａｎｅ［Ｊ］．犑犈狀犵

犕犲犮犺，犃犛犆犈，１２０（１１）：２３８１～２４０４

ＺｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚＯＣ，ＣｈａｎｇＣＴ，ＢｅｔｔｅｓｓＰ．１９８０．Ｄｒａｉｎｅｄ，ｕｎｄｒａｉｎｅｄ，ｃｏｎｓｏｌｉｄａｔｉｎｇａｎｄｄｙｎａｍｉｃｂｅｈａｖｉｏｒａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓｉｎ

ｓｏｉｌｓ［Ｊ］．犌犲狅狋犲犮犺狀犻狇狌犲，３０：３８５～３９５

０９１ 　地　　震 　　学　　报　　　　　　　　　　　　　　　２３卷

http://www.dizhenxb.org.cn



犜犎犈犌犚犈犈犖′犛犉犝犖犆犜犐犗犖犗犉犜犎犈犎犃犚犕犗犖犐犆犎犗犚犐犣犗犖犜犃犔

犉犗犚犆犈犃犘犘犔犐犈犇犜犗犜犎犈犐犖犜犈犚犐犗犚犗犉犜犎犈

犛犃犜犝犚犃犜犈犇犎犃犔犉犛犘犃犆犈

ＬｕＪｉａｎｆｅｉ１
）
　ＷａｎｇＪｉａｎｈｕａ

２）
　ＳｈｅｎＷｅｉｐｉｎｇ

２）

１）犑犻犪狀犵狊狌犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犣犺犲狀犼犻犪狀犵，犑犻犪狀犵狊狌２１２０１３，犆犺犻狀犪

２）犛犺犪狀犵犺犪犻犑犻犪狅狋狅狀犵犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犛犺犪狀犵犺犪犻２０００３０，犆犺犻狀犪

犃犫狊狋狉犪犮狋：Ｂｙｕｓｉｎｇｉｎｔｅｇｒａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｍｅｔｈｏｄ，Ｇｒｅｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｈａｒｍｏｎｉｃ

ｆｏｒｃｅａｐｐｌｉｅｄｔｏｔｈｅｉｎｔｅｒｉｏｒｏｆｔｈｅｓａｔｕｒａｔｅｄｈａｌｆｓｐａｃｅｓｏｉｌａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄｉｎｔｈｅｐａｐｅｒ．Ｔｈｅ

ｇｅｎｅｒａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＢｉｏｔｄｙｎａｍｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｓｉｎｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎａｒｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ

ｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｕｓｅｏｆＨａｎｋｅｌｉｎｔｅｇｒａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍｓｔｅｃｈｎｉｑｕｅ．Ｕｔｉｌｉｚｉｎｇｔｈｅａｂｏｖｅｍｅｎｔｉｏｎｅｄ

ｇｅｎｅｒａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ，ａｎｄｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｓｕｒｆａｃｅｏｆｔｈｅｈａｌｆｓｐａｃｅａｎｄｔｈｅｃｏｎ

ｔｉｎｕｏｕｓｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｔｔｈｅｐｌａｎｅｏｆｔｈｅｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｆｏｒｃｅ，ｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅ

ｐｒｏｂｌｅｍｃａｎｂｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ．ＢｙｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｖｅｒｓｅＨａｎｋｅｌｔｒａｎｓｆｏｒｍｓｍｅｔｈｏｄ，Ｇｒｅｅｎ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｈａｒｍｏｎｉｃｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｆｏｒｃｅａｒｅｏｂｔａｉｎａｂｌｅ．Ｔｈｅｄｅｇｅｎｅｒａｔｅｃａｓｅｏｆｔｈｅｒｅ

ｓｕｌｔｓｄｅｄｕｃｅｄｆｒｏｍｔｈｉｓｐａｐｅｒａｇｒｅｅｓｗｅｌｌｗｉｔｈｔｈｅｋｎｏｗｎｒｅｓｕｌｔｓ．Ｔｗｏｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘａｍ

ｐｌｅｓａｒｅｇｉｖｅｎｉｎｔｈｅｐａｐｅｒ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：Ｂｉｏｔｔｈｅｏｒｙ；Ｈａｎｋｅｌｔｒａｎｓｆｏｒｍｓ；Ｇｒｅｅｎｆｕｎｃｔｉｏｎ；ａｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

１９１　２期　　　　　　陆建飞等：半空间饱和土在内部简谐水平力作用下的Ｇｒｅｅｎ函数

http://www.dizhenxb.org.cn




