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摘要　以旋转椭球体面上某点为原点建立一个大地坐标单位活动坐标架．通过平移，使活动

坐标架的原点与以椭球中心为原点的笛卡尔单位标架的原点相重合．然后再通过两次标架旋

转，使活动坐标架与笛卡尔单位标架完全重合．本文给出了使两个单位标架相重合的转换关

系式，以及该点位移在两个单位标架中的坐标转换式；在此基础上，考虑该点的位移及活动

坐标架皆为该点大地坐标的函数，经复杂推导，分别给出了该点位移向量的微分在大地坐标

系中的分量以及该点分别沿坐标曲线的弧微分表达式，继而导出了该点的位移梯度矩阵；最

后推导出了椭球坐标系的应变张量与转动张量表达式，并对转动张量的几何含义进行了较详

细的解释，且采用曲面理论对球面与椭球面的应变张量间的内在关系进行了讨论．

关键词　　活动坐标架　椭球大地坐标系　应变张量　转动张量

中图分类号：Ｐ３１５．０１　　　文献标识码：Ａ

引言

地壳形变是地壳运动的一种表现形式，地壳运动最显著的特点是地壳质点随时间发生

位移．地壳位移可分解为刚体平动、刚体转动和变形３个部分（钱伟长，叶开沅，１９８０；

Ｍｅａｎｓ，１９７６；王敏中等，２００２）．导致地壳变形的要素是长度和角度的改变，它们都是应

变张量的分量．这个张量在三维均匀介质空间中有６个分量，在某个自由表面（如地平面）

张量分量就减少到３个分量．因此，在３个不同方向进行线应变观测，即可确定这个平面

应变张量（Ｍｅａｎｓ，１９７６；Ｌａｙ，Ｗａｌｌａｃｅ，１９９５；刘序俨，１９９４）．

不言而喻，应变张量的表达式是由所选择的坐标系所决定的，不同的坐标系有不同的

应变张量表达式．在目前进行地壳形变分析中，一般采用直角坐标和球面坐标系的应变张

量公式，如在应变固体潮分析中采用的是球面坐标系的应变张量表达式（Ｍｅｌｃｈｉｅｒ，１９７８；

方俊，１９８４；吴庆鹏，１９９７；王敏中等，２００２）．其中方俊（１９８４）给出了对该表达式的推导．

对ＧＰＳ观测而言，有两种坐标系可供使用：一种是ＩＴＲＦ（国际地球参考框架）；另一

种是 ＷＧＳ８４（全球大地测量系统８４）．采用前一种空间直角坐标系，通过ＧＰＳ复测，可取

得测站在狓，狔，狕坐标系的位移，由位移可采用Ｌａｙ和 Ｗａｌｌａｃｅ（１９９５）、方俊（１９８４）、王敏

中等（２００２）所提供的直角坐标系的应变张量公式进行应变分析；采用后一种坐标系，通过

ＧＰＳ复测可获得测站在大地坐标系（犔，犅，犺）中所发生的位移．其中，犔和犅 分别为测站

 ２００６１１０８收到初稿，２００７０２２６决定采用修改稿．

　 通讯作者．ｅｍａｉｌ：ｘｕｙａｎｌｉｕ＠１２６．ｃｏｍ

http://www.dizhenxb.org.cn



的大地经、纬度，犺为测站至 ＷＧＳ８４椭球面的垂直距离．大地坐标系又称为椭球坐标系．

但在目前有关文献中，笔者还未找到有关在椭球坐标系中的应变张量表达式．不管采用哪

种坐标系，测站邻域地壳介质发生的位移、长度和角度改变量，以及体应变与面应变都是

不变的，是该测站地壳介质所固有的一些几何性质．虽然在不同的坐标系中应变与转动张

量的表达式各不相同，但其数值结果却是相同的，绝不会因采用的坐标系不同而导致不同

的结果．应变与转动张量所反映的几何事实与坐标选择无关，从而消除了由于偶然选择坐

标系所带来的影响（李开泰，黄艾香，２００４）．因此，在进行地形变分析中，无论对实用或理

论研究，推导并给出椭球坐标系的应变与转动张量表达式都是很有意义的．

１　旋转椭球面及其活动标架

图１所示的是一个以犫为短半轴，以犪为长半轴，且以短半轴为旋转轴的旋转椭球体．

设该椭球体嵌入在欧几里德三维空间，笛卡尔直角坐标系的原点位于椭球体中心犗，狓３ 轴

图１　旋转椭球面与活动标架

与自转轴重合，狓１ 轴位于起始子午面内．

设犲１，犲２，犲３分别为狓１，狓２，狓３ 轴的单位

向量，它们在笛卡尔坐标系的原点也建

立了一个单位正交坐标架（狅：犲１，犲２，犲３）

（Ｈｅｉｔｚ，１９８５），该坐标架是固定不变的．

可以证明任何一个旋转曲面上的任意一

点处的法线总是与该曲面的旋转轴相交

的（黄宣国，２００３）．设椭球面上 犕 点处

的曲面法线与狓３ 轴相交于犖 点，曲面法

线犕犖 与旋转轴狓３ 轴的夹角为θ，则θ＝

π
２
－犅，θ称为大地余纬．图１中犘犆犇犘′为初始子午面；犘犕犈犘′为犕 点所在的子午面；

犛犇犈犓 为赤道面；犉犆犕犃为犕 点所在的平行圈；犅为该点处的椭球面法线犕犖 与赤道面

交角，即大地纬度．图中，犲θ与犲犔 分别为椭球面上的θ曲线与犔 曲线在犕 点处切平面上的

切线的单位向量，犲犺 为该点处的椭球面的法线的单位向量，且犲犺＝犲θ×犲犔．犕犖 为犕 点处

的卯酉圈的曲率半径犚１ 可表示为

犚１ ＝犕犖 ＝犮／狏 （１）

犮＝犪
２／犫

狏＝ １＋犲″２ｃｏｓ
２

槡 犅＝ １＋犲″２ｓｉｎ
２

槡 θ （２）

犲″＝ （犪２－犫
２）／犫槡

２

式中，犲″称为椭球的第二偏心率．

平行圈的半径犚为

犚＝犕犙 ＝犚１ｓｉｎθ （３）

子午圈的曲率半径犚２（Ｈｅｉｔｚ，１９８５）为

犚２ ＝犮／狏
３ （４）

　　子午圈的曲率向量与卯酉圈的曲率向量是共线的，除了犅＝±９０°外，狏总是大于１．

因此，犚１≥犚２．椭球面上的θ曲线（子午圈）和犔曲线（平行圈）以及犺曲线（法线）分别构成
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了椭球面上正交曲线坐标系．在图１中，设犃为椭球面上犕 点法线上的一点，设犃犕＝犺，

则（犔，θ，犺）为犃点的大地坐标值．如果该椭球体为 ＷＧＳ８４椭球体，它可由ＧＰＳ观测确

定．

我们以椭球面上的犕 点为原点建立一个活动标架（犕：犲θ，犲犔，犲犺），如图１所示．其中

犲θ＝ （ｃｏｓθｃｏｓ犔，ｃｏｓθｓｉｎ犔，－ｓｉｎθ）

犲犔 ＝ （－ｓｉｎ犔，ｃｏｓ犔，０）

犲犺 ＝ （ｓｉｎθｃｏｓ犔，ｓｉｎθｓｉｎ犔，ｃｏｓθ

烅

烄

烆 ）

（５）

式中，犲θ，犲犔，犲犺 分别为椭球面上犕 点处沿子午圈和平行圈方向以及法线方向的单位切线

向量，它们组成了相互正交的曲线坐标系的单位坐标标架．该坐标标架是随点位而变

化的．

２　标架及其位移的转换

虽然在椭球面上犕 点处建立了相互正交的椭球坐标系的活动标架（犕：犲θ，犲犔，犲犺），但

由于该坐标标架及该点位移皆为该点大地坐标的函数，如果不作标架与位移转换仅仅在这

个坐标标架中是无法进行应变分析的．因此，还须建立该活动标架（犕：犲θ，犲犔，犲犺）与设在

椭球体中心的笛卡尔单位固定标架（狅：犲１，犲２，犲３）之间的转换公式．在此基础上，才能推导

出该点位移在这两种标架中的位移转换式，据此才能推导出大地坐标系中椭球面上犕 点

处扩展的位移梯度矩阵，然后根据位移梯度矩阵及其转置矩阵的线性组合才能分别推导出

椭球面上犕 点处的应变与转动张量表达式．

要进行坐标标架转换，根据向量平移的不变性（马文蔚，１９９３），我们可以把图１中的

活动标架（犕：犲θ，犲犔，犲犺），从原点犕 平移到笛卡尔坐标系的原点狅，然后以狓３ 轴为旋转

轴，把（犕：犲θ，犲犔，犲犺）标架沿顺时针旋转一个犔角，然后再以狓２ 轴为旋转轴，把已旋转后

的坐标标架沿顺时针方向再旋转一个θ角．通过这两种旋转操作后，使（犕：犲θ，犲犔，犲犺）和

（狅：犲１，犲２，犲３）两种坐标标架完全重合．这两种旋转操作的结果可用下式表示（Ｖａｎｉｃｅｋ，

Ｋｒａｋｉｗｓｋｙ，１９８６；边少锋等，２００５）：

犲θ

犲犔

犲

烄

烆

烌

烎犺

＝狊２（θ）狊３（犔）

犲１

犲２

犲

烄

烆

烌

烎３

（６）

式中

狊２（θ）＝

ｃｏｓθ ０ －ｓｉｎθ

０ １ ０

ｓｉｎθ ０ ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎θ

（７）

狊３（犔）＝

ｃｏｓ犔 　ｓｉｎ犔 　０

－ｓｉｎ犔 　ｃｏｓ犔 　０

０ 　０ 　

烄

烆

烌

烎１

（８）

因狊－１２ （θ）＝狊２（－θ），狊
－１
３ （犔）＝狊３（－犔），则由式（６）可得

犲１

犲２

犲

烄

烆

烌

烎３

＝狊３（－犔）狊２（－θ）

犲θ

犲犔

犲

烄

烆

烌

烎犺

（９）
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　　设在犕 点邻域内发生的位移向量为狌，它在（犕：犲θ，犲犔，犲犺）坐标架中的位移分量为

（狌θ，狌犔，狌犺），则狌可表示为

狌＝

狌θ

狌犔

狌

烄

烆

烌

烎犺

Ｔ 犲θ

犲犔

犲

烄

烆

烌

烎犺

（１０）

　　同样可设（狌１，狌２，狌３ 为狌在（狅：犲１，犲２，犲３）标架内位移分量，则狌可表示为

狌＝

狌１

狌２

狌

烄

烆

烌

烎３

Ｔ 犲１

犲２

犲

烄

烆

烌

烎３

（１１）

　　式（１０）与（１１）分别表示位移向量在不同坐标系下的不变性，考虑到式（６），式（１０）又

可表示为

狌＝

狌θ

狌犔

狌

烄

烆

烌

烎犺

犜

狊２（θ）狊３（犔）

犲１

犲２

犲

烄

烆

烌

烎３

（１２）

由式（１１）与（１２）又可得

狌１

狌２

狌

烄

烆

烌

烎３

Ｔ

＝

狌θ

狌犔

狌

烄

烆

烌

烎犺

Ｔ

狊２（θ）狊３（犔） （１３）

由式（７）与（８）又可得

狊２（θ）狊３（犔）＝

ｃｏｓθｃｏｓ犔 ｃｏｓθｓｉｎ犔 －ｓｉｎθ

－ｓｉｎ犔 ｃｏｓ犔 ０

ｓｉｎθｃｏｓ犔 ｓｉｎθｓｉｎ犔 ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎θ

（１４）

将式（１４）代入式（１３），则

狌１

狌２

狌

烄

烆

烌

烎３

Ｔ

＝

狌θｃｏｓθｃｏｓ犔－狌犔ｓｉｎ犔＋狌犺ｓｉｎθｃｏｓ犔

狌θｃｏｓθｓｉｎ犔＋狌犔ｃｏｓ犔＋狌犺ｓｉｎθｓｉｎ犔

－狌θｓｉｎθ＋狌犺ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎θ

Ｔ

（１５）

在式（１３）等号两边同乘狊３（－犔）狊２（－θ），且考虑到

狊３（－犔）狊２（－θ）＝

ｃｏｓθｃｏｓ犔 －ｓｉｎ犔 ｓｉｎθｃｏｓ犔

ｃｏｓθｓｉｎ犔 ｃｏｓ犔 ｓｉｎθｓｉｎ犔

－ｓｉｎθ ０ ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎θ

（１６）

则

狌θ

狌犔

狌

烄

烆

烌

烎犺

Ｔ

＝

狌１ｃｏｓθｃｏｓ犔＋狌２ｃｏｓθｓｉｎ犔－狌３ｓｉｎθ

－狌１ｓｉｎ犔＋狌２ｃｏｓ犔

狌１ｓｉｎθｃｏｓ犔＋狌２ｓｉｎθｓｉｎ犔＋狌３ｃｏｓ

烄

烆

烌

烎θ

Ｔ

（１７）

３　椭球面上的应变张量与转动张量表达式

本文沿袭Ｌａｙ和 Ｗａｌｌａｃｅ（１９９５）的表达方式，不过不是在笛卡尔三维直角坐标系中，

而是在椭球坐标系中把椭球面上犕 点处扩展的位移梯度矩阵犈 表示为
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犈＝ｌｉｍ
Δ犛
犼→０

Δ犝犻

Δ犛犼
（犻，犼＝θ，犔，犺）＝ｌｉｍ

Δθ→０
Δ犔→０
Δ犺→０

Δ犝θ
犎θΔθ

　
Δ犝θ
犎犔Δ犔

　
Δ犝θ
犎犺Δ犺

Δ犝犔
犎θΔθ

　
Δ犝犔
犎犔Δ犔

　
Δ犝犔
犎犺Δ犺

Δ犝犺
犎θΔθ

　
Δ犝犺
犎犔Δ犔

　
Δ犝犺
犎犺Δ

烄

烆

烌

烎犺

（１８）

然后根据犕 点处的位移梯度矩阵犈 及其转置矩阵犈Ｔ，由下式分别推导出椭球面上犕 点处

的应变张量矩阵ε与转动张量矩阵ω 的表达式

ε＝
１

２
（犈＋犈

Ｔ） （１９）

ω＝
１

２
（犈－犈

Ｔ） （２０）

式（１８）中，Δ犝θ，Δ犝犔，Δ犝犺 分别为椭球面上犕 点的位移向量微分Δ狌在单位活动坐标架

（犕：犲θ，犲犔，犲犺）相应坐标轴上的分量；Δ犛θ，Δ犛犔，Δ犛犽 分别为犕 点沿椭球面上的θ曲线（子

午圈）和犔曲线（平行圈）以及犺曲线（法线）方向的弧微分，且Δ犛θ＝犎θΔθ，Δ犛犔＝犎犔Δ犔，

Δ犛犺＝犎犺Δ犺θ．其中，犎θ，犎犔，犎犺 分别称拉梅系数（杨永发，徐勇，２００６：沈永欢等，

２００１）．根据定义，拉梅系数实际上就是椭球面度量空间的度量张量诸分量的平方根．如果

测点犕 不是位于椭球面上，而是位于地球的自然表面上，那末就要考虑该点到椭球面的垂

直距离犺．此时自然表面的度量张量诸分量的平方根（拉梅系数）（Ａｌｔｉｎｅｒ，１９９９）分别为

犎θ＝犚２＋犺　　　犎犔 ＝ （犚１＋犺）ｓｉｎθ　　　犎犺 ＝１ （２１）

考虑到犺相对于犚１ 与犚２ 是一个微不足道的微小量，在本文可忽略不计．

这里顺便要指出的是，如果在欧几里德空间，直角坐标系用狓１，狓２，狓３ 来表示的话，

则式（１８）中的Δ犝犻就变为Δ狌１，Δ狌２，Δ狌３；Δ犛犼就变为Δ狓１，Δ狓２，Δ狓３．因此式（１８）是一个

适合于任何相互正交的曲线坐标系的普适公式．这里要着重指出的是，给出犕 点位移向量

的微分Δ狌在活动坐标架（犕：犲θ，犲犔，犲犺）的相应坐标轴上的分量Δ犝θ，Δ犝犔，Δ犝犺 的大地坐

标的函数关系式，对推导椭球面上犕 点处的应变与转动张量表达式是关键的一步．

由式（１０）并考虑到该式中的各项皆为大地坐标的函数，则可得位移向量的Δ微分为

Δ狌＝

Δ犝θ

Δ犝犔

Δ犝

烄

烆

烌

烎犺

Ｔ 犲θ

犲犔

犲

烄

烆

烌

烎犺

＝Δ

狌θ

狌犔

狌

烄

烆

烌

烎犺

Ｔ 犲θ

犲犔

犲

烄

烆

烌

烎

熿

燀

燄

燅犺

＝Δ

狌θ

狌犔

狌

烄

烆

烌

烎犺

Ｔ 犲θ

犲犔

犲

烄

烆

烌

烎犺

＋

狌θ

狌犔

狌

烄

烆

烌

烎犺

Ｔ

Δ

犲θ

犲犔

犲

烄

烆

烌

烎犺

（２２）

由式（６）并考虑到狊２（θ）狊３（犔）仅为θ与犔 的函数，与犺无关，则

Δ

犲θ

犲犔

犲

烄

烆

烌

烎犺

＝Δ［狊２（θ）狊３（犔）］

犲１

犲２

犲

烄

烆

烌

烎３

＝
（狊２（θ）狊３（犔））

θ
Δθ＋

（狊２（θ）狊３（犔））

犔
Δ［ ］犔

犲１

犲２

犲

烄

烆

烌

烎３

（２３）

再以式（９）代入（２３），则

Δ

犲θ

犲犔

犲

烄

烆

烌

烎犺

＝
（狊２（θ）狊３（犔））

θ
Δθ＋

（狊２（θ）狊３（犔））

犔
Δ［ ］犔狊３（－犔）狊２（－θ）

犲θ

犲犔

犲

烄

烆

烌

烎犺

（２４）

考虑式（１４）与（１６），则式（２４）可变为
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Δ

犲θ

犲犔

犲

烄

烆

烌

烎犺

＝

０ ｃｏｓθΔ犔 －Δθ

－ｃｏｓθΔ犔 ０ －ｓｉｎθΔ犔

Δθ ｓｉｎθΔ犔

烄

烆

烌

烎０

犲θ

犲犔

犲

烄

烆

烌

烎犺

（２５）

将式（２５）代入式（２２），则

Δ狌＝

Δ犝θ

Δ犝犔

Δ犝

烄

烆

烌

烎犺

Ｔ 犲θ

犲犔

犲

烄

烆

烌

烎犺

＝

Δ狌θ－狌犔ｃｏｓθΔ犔＋狌犺Δθ

Δ狌犔＋狌θｃｏｓθΔ犔＋狌犺ｓｉｎθΔ犔

Δ狌犺－狌θΔθ－狌犔ｓｉｎθΔ

烄

烆

烌

烎犔

Ｔ
犲θ

犲犔

犲

烄

烆

烌

烎犺

（２６）

由式（２６），可得在大地坐标体系中椭球面上犕 点处的位移向量的微分Δ狌在相应活动坐标

轴上的分量表达式为

Δ犝θ

Δ犝犔

Δ犝

烄

烆

烌

烎犺

Ｔ

＝

Δ狌θ－狌犔ｃｏｓθΔ犔＋狌犺Δθ

Δ狌犔＋狌θｃｏｓθΔ犔＋狌犺ｓｉｎθΔ犔

Δ狌犺－狌θΔθ－狌犔ｓｉｎθΔ

烄

烆

烌

烎犔

Ｔ

（２７）

　　将式（２１）与（２７）代入式（１８）后，根据多元函数的偏导数的定义，把该式右边矩阵中以

定义方式给出的诸偏导数改写成以习惯的特定符号表示的形式（沈永欢等，２００１），并注意

到大地坐标犔，θ，犺皆为独立自变量，则可得椭球面上犕 点处的位移梯度矩阵犈 的表达式

为

犈＝

１

犚２

狌θ
θ
＋
狌犺
犚２

　
１

犚１ｓｉｎθ

狌θ
犔
－
ｃｏｔθ
犚１
狌犔 　

狌θ
犺

１

犚２

狌犔

θ
　

１

犚１ｓｉｎθ

狌犔

犔
＋
ｃｏｔθ
犚１
狌θ＋

狌犺
犚１

　
狌犔

犺

１

犚２

狌犺

θ
－
狌θ
犚２

　
１

犚１ｓｉｎθ

狌犺

犔
－
狌犔
犚１

　
狌犺



烄

烆

烌

烎犺

（２８）

将式（２８）代入式（１９），则可得椭球面上犕 点处的应变张量表达式为

ε＝
１

２
（犈＋犈

Ｔ）＝

εθθ γθ犔 γθ犺

γ犔θ ε犔犔 γ犔犺

γ犺θ γ犺犔 ε

烄

烆

烌

烎犺犺

（２９）

其中

εθθ ＝
１

犚２

狌θ
θ
＋
狌犺
犚２
　　　ε犔犔 ＝

１

犚１ｓｉｎθ

狌犔

犔
＋
ｃｏｔθ
犚１
狌θ＋

狌犺
犚１

ε犺犺 ＝
狌犺

犺
　　　γθ犔 ＝

１

２

１

犚１ｓｉｎθ

狌θ
犔
－
ｃｏｔθ
犚１
狌犔＋

１

犚２

狌犔

（ ）θ
γθ犺 ＝

１

２

狌θ
犺
－
狌θ
犚２
＋
１

犚２

狌犺

（ ）θ
γ犔犺 ＝

１

２

狌犔

犺
－
狌犔
犚１
＋

１

犚１ｓｉｎθ

狌犺

（ ）犔
γ犔θ ＝γθ犔　　　γ犺θ ＝γθ犺　　　γ犺犔 ＝γ

烅

烄

烆 犔犺

（３０）

　　根据某一点的应变张量，我们就可知该点在３个相互正交平面的应变状态．通过坐标

变换，就足以知道在该点的任何平面的应变状态，当然亦可知任何方向上的应变情况

（Ｙｏｕｎｇ，Ｂｕｄｙｎａｓ，２００２）．

将式（２８）代入式（２０），则可得椭球面上犕 点处的转动张量表达式为
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ω犈 ＝
１

２
（犈－犈

Ｔ）＝

０ 　ω犔θ 　ω犺θ

ωθ犔 　０ 　ω犺犔

ωθ犺 　ω犔犺 　

烄

烆

烌

烎０

（３１）

式中

ω犔θ ＝
１

２

１

犚１ｓｉｎθ

狌θ
犔
－
１

犚２

狌犔

θ
－
ｃｏｔθ
犚１
狌（ ）犔

ωθ犺 ＝－
１

２

狌θ
犺
＋
狌θ
犚２
－
１

犚２

狌犺

（ ）θ
ω犺犔 ＝

１

２

狌犔

犺
＋
狌犔
犚１
－

１

犚１ｓｉｎθ

狌犺

（ ）犔
ωθ犔 ＝－ω犔θ　　　ω犺θ ＝－ωθ犺　　　ω犔犺 ＝－ω

烅

烄

烆 犺犔

（３２）

　　从式（３０）与（３２）可以看出，旋转椭球面上的应变与转动张量有一个共同特点，就是张

量的各分量的表达式中皆没有大地经度犔的三角函数，这是因为相对于自转轴旋转椭球为

轴对称的缘故．由式（３０）和（３２）又可知，应变张量为对称张量，转动张量为反对称张量，

且式（３２）对角线分量皆为零，转动张量已退化为一个转动向量．式（３２）中各分量ω犻犼为位移

所引起的转动向量的模在犻犼平面上的分量，具有明确的几何意义．例如，ω犺θ表示在由犲θ与

犲犺 轴构成的平面上（以下简称θ犺平面）所发生的角度转动量，在单位时间的转动量称为角

速度．ω犺θ值的正负由下述约定给出：如果ω犺θ为正值，那么根据右手法则，四指按反时针由

犲犺 转向犲θ，大姆指所指的方向犲犔 就代表在θ犺平面上所发生的转动向量的方向（Ｇｒｅｅｎｂｅｒｇ，

２００４），该转动的大小与方向可表示为ω犺θ犲犔；反之，ωθ犺代表在θ犺平面上按顺时针方向转

动，转动向量的方向指向－犲犔，该转动的大小与方向可表示成－ω犺θ犲犔．因ω犺θ＝－ωθ犺，则

ω犺θ犲犔＝－ωθ犺犲犔，说明θ犺平面上的转动向量与约定的时针方向无关．其它两个平面上的转

动向量亦可照此类推．最后就可给出在大地坐标系中转动向量表达式为

狏＝ω犔犺犲θ＋ω犺θ犲犔＋ωθ犔犲犺 （３３）

或 狏＝－ω犺犔犲θ－ωθ犺犲犔－ω犔θ犲犺 （３４）

　　设ｃｏｓα，ｃｏｓβ与ｃｏｓγ分别为向量狏的方向余弦．则狏单位向量为

狏０ ＝ｃｏｓα犲θ＋ｃｏｓβ犲犔＋ｃｏｓγ犲犺 （３５）

式中 ｃｏｓα＝
ω犔犺

ω
　　ｃｏｓβ＝

ω犺θ
ω
　　ｃｏｓγ＝

ωθ犔

ω
　　ω＝ ω

２
犔犺 ＋ω

２
犺θ＋ω

２
θ槡 犔 （３６）

则转动向量狏又可表示为

狏＝ω狏０ （３７）

式中，狏０ 表示由位移所引起的单位转动向量；ω表示由位移所引起的在与狏０ 相正交平面上

的转动量，其正负根据右手法则给出；ω犔犺，ω犺θ，ωθ犔分别为ω在犔犺，犺θ，θ犔平面上的分量，

而ω本身也就是转动向量的模．当然，根据该点的转动分量，通过坐标转换，我们亦可知

道在该点任何平面上的转动分量．

根据向量场理论，转动向量为位移向量狌的旋度的１／２（Ｇｒｅｅｎｂｅｒｇ，２００４）

狏＝
１

２
ｃｕｒ１狌＝

１

２
×狌 （３８）

式中，为哈密尔顿算子．在椭球坐标系中，其表达式为
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 ＝犲θ

犚２θ

＋犲犔


犚１ｓｉｎθ犔
＋犲犺



犺
（３９）

则 ｃｕｒ１狌＝
犝犺

犚１ｓｉｎθ犔
－
犝犔

（ ）犺 犲θ＋
犝θ
犺
－
犝犺
犚２（ ）θ犲犔＋

犝犔
犚２θ

－
犝θ

犚１ｓｉｎθ（ ）犔犲犺 （４０）

考虑到式（２７）以及关于转动分量ω犻犼的约定，则

ｃｕｒ１狌＝２（ω犔犺犲θ＋ω犺θ犲犔＋ωθ犔犲犺） （４１）

考虑到式（３３），则

狏＝
１

２
ｃｕｒ１狌 （４２）

　　同样，根据场论，位移所引起的体应变Δ犞 可表示为位移向量狌的散度

Δ犞 ＝ｄｉｖ狌＝ 狌 （４３）

　　考虑到式（３９）与（２７），并采用爱因斯坦求和约定符号，则

Δ犞 ＝ε犻犻　　（犻＝θ，犔，犺） （４４）

　　当犚１＝犚２＝狉时，椭球体变为一个球体，球面上的法线就与球半径狉相重合．此时，

犺＝狉，狌犺＝狌狉．将其代入式（３０）与（３２），即分别为方俊（１９８４）、Ｍｅｌｃｈｉｅｒ（１９７８）、吴庆鹏

图２　狓狅狔坐标与θ狅犔坐标的示意图

（１９９７）给出的球面上的应变张量与方俊（１９８４）给出的转

动张量表达式．说明球面上的应变与转动张量实际上就

是椭球面的一种特例．

地面可看作一个自由表面．此时，ε犺犺＝γθ犺＝γ犔犺＝０，

则地表面的应变张量为

ε＝
εθθ γθ犔

γθ犔 ε

烄

烆

烌

烎犔犔
（４５）

　　对于任一方位角为α方向上的应变分量为

ε狓狓 ＝εθθｃｏｓ
２
α＋ε犔犔ｓｉｎ

２
α－２γθ犔ｓｉｎαｃｏｓα

犲狔狔 ＝εθθｓｉｎ
２
α＋ε犔犔ｃｏｓ

２
α＋２γθ犔ｓｉｎαｃｏｓα

γ狓狔 ＝ （ε犔犔 －εθθ）ｓｉｎ２α－２γθ犔ｃｏｓ２

烅

烄

烆 α

（４６）

其中，狓狅狔坐标与θ狅犔 坐标的含义见图２．

４　结语

　　本文证明了球面的应变张量为椭球面的一种特例．这并非偶然，从深层次上可追溯到

圆与椭圆的几何性质的渊源上，因为球和旋转椭球都是圆和椭圆经旋转而成．在直角坐标

系和极坐标系，圆和椭圆的数学表达式可以说是“同形”的，因为它们不但项数相同，而且

表现形式也类似，且前者为后者的一种特例．同样，在直角坐标系，球和旋转椭球的数学

表达式也是“同形”的．根据曲面理论，不管是平面、球面还是椭球面，其上的弧长、角度、

面积，以及曲面上的曲线的测地曲率，皆为它们所属度量空间的度量张量的函数．因此这

些几何量被称之为曲面的内蕴几何量，而曲面的曲率（高斯与平均曲率）被称为外蕴几何量

（Ｈｅｉｔｚ，１９８５）．既然曲面上的弧长、角度、面积等皆为该曲面的内蕴几何量，那么就有理

由认为，该曲面上的线应变、剪应变、面应变、体应变以及曲面曲率的变化，当然也可表示

为该曲面变形前后的第一类及第二类基本量的函数（Ａｌｔｉｎｅｒ，１９９９）．球和旋转椭球的第一
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类基本量（度量张量）和第二类基本量的表达式也是“同形”的，并且前者为后者的一种特

例．因此，可以认为两者的应变与转动张量的表达式也应该是“同形”的，且前者为后者的

一种特例．Ａｌｔｉｎｅｒ（１９９９）在Ｈｅｉｔｚ（１９８５）理论的基础上，率先提出了地表内蕴与外蕴形变

概念，给出了一些根据地表第一类与第二类基本量计算地形变的公式（刘序俨等，２００６），

采用这些公式同样可收到异曲同工之妙．
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