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弹性波在横向各向同性弹性土和饱和土

界面上的反射与透射


胡亚元　王立忠　陈云敏　张忠苗　吴世明

（中国杭州３１００２７浙江大学土木工程学系）

摘要　根据横向各向同性饱和土体的Ｂｉｏｔ波动方程，推导出ｑＰ１ 波从饱和土入射到弹性介质

的反射系数和透射系数的一般算式，数值分析了各向异性，边界透水条件对反射系数和透射

系数的影响．本文的推导思路，适用于ｑＳＶ波、ｑＰ２ 波从饱和土体入射到弹性土体的情形．
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引言

弹性波在两种不同介质分界面上的反射和透射是地震工程、地球物理工程、海洋工程

和岩土工程的重要基础课题，对于地震图的识别、地质勘探、建筑场地地震反应及岩土工

程的波速法测试等都有理论上和工程上的应用价值（Ｃｒａｍｐｉｎ，１９７７；吴世明，唐有职，

１９９２）．在实际的工程场地中，由于地下水的存在，假定地下水位以下可视为饱和土，地下

水位以上可作弹性土，因此，研究弹性波在饱和土与弹性土界面上的反射和透射有重要的

实际意义．国内外许多学者都对这一模型的反射系数和透射系数进行过分析，Ｄｅｒｅｓｉｅｗｉｃｚ

和Ｓｋａｌａｋ（１９６３）研究了弹性波由弹性固体介质入射于饱和多孔介质时的反射和透射，但他

们的研究仅限于垂直入射情况；Ｈａｊｒａ和 Ｍｕｋｈｏｐａｄｈｙａｙ（１９８２）将其推广到斜入射情况，

分析了入射角对反射系数和透射系数的影响，但忽略了饱和土体固液两相的粘性耦合，仅

适用于超高频情形．杨峻（１９９５）采用低频的固液两相的粘性耦合项，建立了低频时反射系

数和透射系数的计算公式，并分析了不同界面透水条件对反射系数和透射系数的影响．对

于适用于全频域（低，中，高频）情形的反射系数和透射系数，笔者尚未见到有关文献报道．

同时，以上的分析无一例外地把弹性土和饱和土视为各向同性材料．事实上，天然土体一

般具有固体各向异性和应力各向异性（龚晓南，１９９０），如根据地质构造和土体沉积的特

点，对弹性土和饱和土简化为水平向各向同性的横向各向同性弹性介质模型，则更符合实

际情况．遗憾的是，由于横向各向同性介质模型破坏了本构关系空间上的球对称性，增加

了数学上求解的难度，目前有关这方面的报道还不多．

笔者注意到，地震波在近表层一般从饱和土层入射到弹性土层，把弹性土和饱和土都

简化成水平向各向同性的横向各向同性介质，对于饱和土体采用适用于全频域的横向各向
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同性Ｂｉｏｔ波动方程（Ｂｉｏｔ，１９６２；汪越胜，章梓茂，１９９７），研究ｑＰ１ 波以任意角从饱和土入

射到弹性土时的反射系数和透射系数．根据推导求得的反射系数和透射系数的一般公式，

数值分析了各向异性、界面透水条件对反射系数和透射系数的影响．研究还发现，只要在

相关公式中代入ｑＳＶ波和ｑＰ２ 波的无量纲波数和偏振矢量的单位基向量，即可求得当

ｑＳＶ和ｑＰ２ 波入射时的反射系数和透射系数．

１　饱和土层、弹性土层的无量纲波数频散方程及其位移解

对于饱和土层，横向各向同性的Ｂｉｏｔ波动理论中平面应变波的波动方程为（Ｃａｒｃｔｏｎｅ，

１９９６；汪越胜，章梓茂，１９９７）
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式中，犮１１，犮１３，犮４４，犮３３为饱和土体横向各向同性土骨架的弹性参数；α１，α３，犕 为饱和土体

的Ｂｉｏｔ参数；狌狓，狌狕，狑狓，狑狕 为固体和流体相对固体的位移分量；ρ，ρ犳 为饱和土体和流体

的密度；ρ犕１，ρ犕３为沿各向同性面和沿狕轴方向的考虑固液两相惯性耦合的附加密度；η为

液体的粘滞系数；犽１，犽３ 为沿各向同性面和狕轴方向的渗透系数．犉１（ω），犉３（ω）的表达式

见附录．式（１）的波动形式可表示为

｛狌狓，狌狕，狑狓，狑狕｝
Ｔ
＝ ｛犪犉狓，犪犉狕，犫犉狓，犫犉狕｝

Ｔｅｘｐ［ｉω狋－ｉω犽犉（狓ｓｉｎθ＋狕ｃｏｓθ）／犮犉］ （２）

式中，｛犪犉狓，犪犉狕，犫犉狓，犫犉狕｝
Ｔ 为固体和流体相对固体位移分量的幅值，ω为圆频率，犽犉＝

犮犉犽／ω是饱和土的无量纲波数，犮犉＝ 犮４４／槡 ρ，θ为传播方向与狕轴的夹角．把式（２）代入到

式（１），求得横向各向同性饱和土中３个平面应变体波（ｑＰ１ 波、ｑＰ２ 波和ｑＳＶ波）的无量纲

波数犽犉１，犽犉２，犽犉３满足

狘Γ
－１犆（θ）－（１／犽犉）

２犈４狘＝０ （３）

式中，矩阵Γ和犆（θ）见附录，犈４ 为四阶单位矩阵．相应的偏振矢量等于

｛犪犉狓，犪犉狕，犫犉狓，犫犉狕｝犼 ＝犃犼犔犉犼 （４）

犔犉犼见附录．同理，对于横向各向同性弹性土层，位移分量的波动形式取为

｛狌狓，狌狕｝
Ｔ
犱 ＝ ｛犪犱狓，犪犱狕｝

Ｔｅｘｐ［ｉω狋－ｉω犽犱（狓ｓｉｎθ＋狕ｃｏｓθ）／犮犱］ （５）

式中，犽犱＝犽犮犱／ω，犮犱＝ 犮犱４４／ρ槡 犱；ρ犱 为弹性土层的密度．由此可求得其平面应变波（ｑＰ波和

ｑＳＶ波）的无量纲波数（Ｐａｙｔｏｎ，１９８３）

犽犱１，２ ＝１ 犫犱± 犫２犱－４犮槡（ ）犱 ／槡 ２ （６）
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式中 犫犱 ＝ （ζ犱１＋１）ｃｏｓ
２
θ＋（ζ犱αζ犱１＋１）ｓｉｎ

２
θ

犮犱 ＝ζ犱１ｃｏｓ
４
θ＋［１＋ζ犱αζ

２
犱１－（ζ犱１－ζ犱β）

２］ｓｉｎ２θｃｏｓ
２
θ＋ζ犱αζ犱１ｓｉｎ

４
θ

图１　ｑＰ１ 波入射时在界面上

产生的反射波和透射波

其中，ζ犱１＝犮犱３３／犮犱４４，ζ犱α＝犮犱１１／犮犱３３，

ζ犱β＝ζ犱１－犮犱１３／犮犱４４－１；ζ犱α，ζ犱β为反映弹性土各向

异性程度的指标；犮犱１１，犮犱１３，犮犱４４，犮犱３３为它的弹性

参数．相应的偏振矢量等于

｛犪犱狓，犪犱狕｝犼 ＝犃犼犔犱犼 （７）

式中，犔犱犼见附录．如图１所示，设饱和土层中频

率为ω的ｑＰ１，以角度θ０ 入射于弹性土层，在饱

和土层中将产生反射ｑＰ１，ｑＰ２ 和ｑＳＶ波，在弹

性土层将产生透射ｑＰ，ｑＳＶ波．界面两侧的平面

波的位移场可表示为：

（１）狕＜０部分（饱和土层）

　　 入射波 ｑＰ１ 波：犠犉犻１ ＝犃犻１犔犉犻１ｅｘｐ［ｉω狋－ｉω犽犉犻１（狓ｓｉｎθ０＋狕ｃｏｓθ０）／犮犉］ （８ａ）

　　 反射波　

ｑＰ１ 波：犠犉狉１ ＝犃狉１犔犉狉１ｅｘｐ［ｉω狋－ｉω犽犉狉１（狓ｓｉｎθ狉１－狕ｃｏｓθ狉１）／犮犉］

ｑＰ２ 波：犠犉狉２ ＝犃狉２犔犉狉２ｅｘｐ［ｉω狋－ｉω犽犉狉２（狓ｓｉｎθ狉２－狕ｃｏｓθ狉２）／犮犉］

ｑＳＶ波：犠犉狉３ ＝犃狉３犔犉狉３ｅｘｐ［ｉω狋－ｉω犽犉狉３（狓ｓｉｎθ狉３－狕ｃｏｓθ狉３）／犮犉

烅

烄

烆 ］

（８ｂ）

　　（２）狕＞０部分（弹性土层）

　　 透射波
ｑＰ１ 波：犠犱狋１ ＝犃狋１犔犱狋１ｅｘｐ［ｉω狋－ｉω犽犱狋１（狓ｓｉｎθ狋１＋狕ｃｏｓθ狋１）／犮犱］

ｑＳＶ波：犠犱狋２ ＝犃狋２犔犱狋２ｅｘｐ［ｉω狋－ｉω犽犱狋２（狓ｓｉｎθ狋２＋狕ｃｏｓθ狋２）／犮犱
烅
烄

烆
］

（８ｃ）

２　反射角和透射角及相应的偏振矢量

式（８ａ）中的θ０ 为已知，相应的无量纲波数犽犉犻１和偏振矢量犔犉犻１可由式（３）和（４）确定．

根据Ｓｎｅｌｌ定理，式（８ｂ）、式（８ｃ）中的反射角θ狉犼，θ狋犼满足

犽犉狉犼 ＝犽犉犻１
ｓｉｎθ０
ｓｉｎθ狉犼

　　　　犽犱狋犼 ＝珔κ犽犉犻１
ｓｉｎθ０
ｓｉｎθ狋犼

（９）

把式（９）的前一式代入到式（３），并注意到θ＝π－θ狉犼，展开得

θ狉１ ＝θ０　　θ狉２，３ ＝ａｒｃｔａｎ （－犫 犫２－４槡 犪犮）／２槡（ ）犪 （１０）

其中
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式中，ζ１＝犮３３／犮４４，ζ５＝犕／犮５５，ζα＝犮１１／犮３３，ζβ＝ζ１－犮１３／犮４４－１，γ１＝ρ／ρ犳，γ２＝ρ／｛ρ犕１－

犻［η犉１（ω）／犽１（ω）］｝，γ３＝ρ／｛ρ犕３－犻［η犉３（ω）／犽３（ω）］｝．其中，ζα，ζβ 为反映土骨架各向异性

程度的指标．把式（９）后一式代入到式（６）得

θ狋１，２ ＝ａｒｃｔａｎ （－犫１± 犫２１－４犪１犮槡 １）／槡 ２ （１１）

式中 犪１ ＝珔κ
４犽４犉犻１ｓｉｎ

４
θ０ζ犱αζ犱１－（珔κ

２犽２犉犻１ｓｉｎ
２
θ０）（ζ犱αζ犱１＋１）＋１

犫１ ＝珔κ
４犽４犉犻１ｓｉｎ

４
θ０［１＋ζ犱αζ

２
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２
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２
θ０）（ζ犱１＋１）

犮１ ＝珔κ
４犽４犉犻１ｓｉｎ

４
θ０ζ犱１

　　现在来求解反射ｑＰ１ 波、ｑＳＶ波、ｑＰ２ 波和透射ｑＰ波、ｑＳＶ波的偏振矢量．根据式

（１０）和式（１１）中得到的反射角θ狉犼（犼＝１，２，３）、θ狋犼（犼＝１，２），由式（９）得到相应的无量纲波

数犽犉狉犼，犽犱狋犼；把θ狉犼，犽犉狉犼和θ狋犼，犽犱狋犼分别代入式（４）和式（７），即可求得相应的偏振矢量犔犉狉犼（犼

＝１，２，３）和犔犱狋犼（犼＝１，２）．

３　反射系数和透射系数的理论算式

为了求解反射系数犃狉１／犃犻１、犃狉２／犃犻１、犃狉３／犃犻１和透射系数犃狋１／犃犻１、犃狋２／犃犻１，必须应用

狕＝０处的边界条件．假定弹性土层和饱和土层接触的界面完全粘结，则界面条件可表示为

饱和土体的总应力连续　　　σ狕｜狕＝０－ ＝珋σ狕｜狕＝０＋　　　τ狓狕｜狕＝０－ ＝τ狓狕｜狕＝０＋

土骨架的位移连续　　　　　狌狕｜狕＝０－ ＝狌狕｜狕＝０＋　　　狌狓｜狕＝０－ ＝狌狓｜狕＝０＋ （１２）

另外，需增加饱和土层界面的透水条件．当界面完全透水时，孔隙流体压力等于零

犘犳狘狕＝０＋ ＝０ （１３）

或当界面完全不透水时，流体相对土骨架的位移等于零

犠狕狘狕＝０＋ ＝０ （１４）

或当界面为有限透水时，在界面处流体相对土骨架的流速与孔压成正比，即

犠狕

狋
狘狕＝０＋ ＝－狆犘犳狘狕＝０＋ （１５）

式中，狆为常数，负号表示犘犳 以压应力为正．经过弹性参数犮４４无量纲化后，横向各向同性

饱和土中应力与位移的关系为

σ狕
犮４４
＝ （ζ１－ζβ－１＋α１α３ζ５）

狌狓

狓
＋（ζ１＋α

２
３ζ５）

狌狕

狕
＋α１ζ５

狑狓

狓
＋α３ζ５

狑狕

狕
（１６ａ）

τ狓狕
犮４４
＝
狌狓

狕
＋
狌狕

狓
　　　　　－

犘犳
犮４４
＝ζ５ α１

狌狓

狓
＋α３

狌狕

狕
＋
狑狓

狓
＋
狑狕

（ ）狕 （１６ｂ）

经过弹性参数犮犱４４无量纲化后，横向各向同性弹性土层的应力和位移的关系为

σ狕
犮犱４４

＝ （ζ犱１－ζ犱β－１）
狌狓

狓
＋ζ犱１

狌狕

狕
　　　　

τ狓狕
犮犱４４

＝
狌狓

狕
＋
狌狕

狓
（１７）

把式（８ａ）、（８ｂ）和（８ｃ）代入式（１６）得

ｅｘｐ（ｉω狋）

ω
［犎１１犃狉１ｅｘｐ（－ｉ狓ω犽犉狉１ｓｉｎθ狉１／犮犉］＋犎１２犃狉２ｅｘｐ（－ｉ狓ω犽犉狉２ｓｉｎθ狉２／犮犉）＋
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犎１３犃狉３ｅｘｐ（－ｉ狓ω犽犉狉３ｓｉｎθ狉３／犮犉）＋犎１４犃狋１ｅｘｐ（－ｉ狓ω犽犱狋１ｓｉｎθ狋１／犮犱）＋犎１５犃狋２×

ｅｘｐ（－ｉ狓ω犽犱狋２ｓｉｎθ狋２／犮犱）＝
ｅｘｐ（ｉω狋）

ω
犎１１犃犻１ｅｘｐ（－ｉ狓ω犽犉犻１ｓｉｎθ０／犮犉） （１８ａ）

要使（１８ａ）对所有的狓成立，必须

犽犉狉１ｓｉｎθ狉１
犮犉

＝
犽犉狉２ｓｉｎθ狉２
犮犉

＝
犽犉狉３ｓｉｎθ狉３
犮犉

＝
犽犱狋１ｓｉｎθ狋１
犮犱

＝
犽犱狋２ｓｉｎθ狋２
犮犱

＝
犽犉犻１ｓｉｎθ０
犮犉

（１８ｂ）

式（１８ｂ）即Ｓｎｅｌｌ定理．令犃犻１＝１，将式（８）代入式（１６）和式（１７）．应用Ｓｎｅｌｌ定理，由边界条

件式（１２），并分别应用透水条件式（１３）、式（１４）和式（１５）；所得方程组整理成矩阵形式得

当界面透水时，反射系数和透射系数公式　　　　　［犎］犱｛犃｝＝｛犎１｝犱 （１９）

当界面不透水时，反射系数和透射系数公式　　　　［犎］狌｛犃｝＝｛犎１｝狌 （２０）

当界面有限透水时，反射系数和透射系数公式　　　［犎］犲｛犃｝＝｛犎１｝犲 （２１）

矩阵［犎］犱，［犎］狌，［犎］犲和列向量｛犎１｝犱，｛犎１｝狌，｛犎１｝犲见附录．

４　算例

横向各向同性饱和土体和弹性土的物理参数见表１、表２所示．参数ζα，ζβ，ζδ，ζ犱α，ζ犱β

图２　饱和土体各向异性对反射系数和透射系数的影响

曲线１，４：ζβ＝１，ζδ＝０．１，ζα＝０．５＋０．５狓；曲线２，５：ζα＝１，ζδ＝０．１，

ζβ＝０．５＋０．２５狓；曲线３，５：ζα＝１，ζβ＝１，ζδ＝０．１＋０．１５狓
（ａ）饱和土各向异性对ｑＰ１反射系数的影响；（ｂ）饱和土各向异性对ｑＳＶ反射系数的影响；

（ｃ）饱和土各向异性对ｑＰ２反射系数的影响；（ｄ）饱和土各向异性对ｑＰ透射系数的影响；

（ｅ）饱和土各向异性对ｑＳＶ透射系数的影响
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表１　饱和土体计算参数一览表

犮４４

／ＧＰａ

犮３３

／ＧＰａ

犕

／ＧＰａ

α１

　

α３

　

φ

　

η

／Ｐａ·ｓ

犽１

／ｍ２
ρ

／ｋｇ·ｍ－３
ρ犳

／ｋｇ·ｍ－３
ρ犕１＝ρ犕３

／ｋｇ·ｍ－３

狊

　

ω

／Ｈｚ

０．７４４ ２．１６５ ５．８３ ０．９５ ０．９５ ０．３８ １０－３ １０－１０ １８５０ １０００ ２２００ ２．８２ ６２．８

　表２　弹性土计算参数一览表

犮犱４４／ＧＰａ 犮犱３３／ＧＰａ ρ犱／ＧＰａ

０．２１ ４．１７ １７５０

作为变量在具体算例中给出，以便于调节其数值获得不

同的介质异性，当ζα＝ζβ＝ζδ＝ζγ＝ζ犱α＝ζ犱β＝１时退化

为各向同性材料．

　　图２显示了饱和土各向异性参数变化对反射系数和

透射系数的影响，图中曲线参数的取值为：曲线１为表面透水，ζβ＝１，ζδ＝０．１，ζα＝０．５～

３．５；曲线２为ζα＝１，ζδ＝０．１，ζβ＝０．５～２．０；曲线３为ζα＝１，ζβ＝１，ζδ＝０．１～１；曲线

４，５，６的参数取值分别与曲线１，２，３相同，但边界条件为不透水．曲线１～６中均ζ犱α＝

ζ犱β＝１，传播方向均θ＝４５°，从中可以看出ζα，ζβ，ζδ对各模式波反射系数和透射系数的影响：

（１）ζα，ζβ 的变化对饱和土中的反射系数和弹性土中的透射系数有影响，增长规律近

似为线性．随着ζα 增加，ｑＰ１ 波的反射系数和ｑＳＶ波的透射系数增加，ｑＳＶ波和ｑＰ２ 波的

图３　弹性土各向异性对反射系数和透射系数的影响

曲线１，３：ζ犱β＝１，ζ犱α＝０．５＋０．５狓；曲线２，４：ζ犱α＝１，ζ犱β＝０．５＋０．２５狓；

（ａ）弹性土各向异性对ｑＰ１反射系数的影响；（ｂ）弹性土各向异性对ｑＳＶ反射系数的影响；

（ｃ）弹性土各向异性对ｑＰ２反射系数的影响；（ｄ）弹性土各向异性对ｑＰ透射系数的影响；

（ｅ）弹性土各向异性对ｑＳＶ透射系数的影响
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反射系数和ｑＰ波的透射系数减少；当ζβ增加时，ｑＰ１ 波的反射系数减少，ｑＳＶ波和ｑＰ２ 波

的反射系数和ｑＰ波的透射系数增加．低频时ζδ 的变化对饱和土中的反射系数和弹性土中

的透射系数的影响很小．

　　（２）边界透水条件对ｑＰ２ 波的反射系数影响较大，边界透水时比边界不透水时增加一

个数量级．边界透水对其它模式波的反射系数和透射系数影响小．

　　图３显示了弹性土各向异性参数变化对反射系数和透射系数的影响．该图中曲线参数

的取值为：曲线１为表面透水，ζ犱β＝１，ζ犱α＝０．５～３．５；曲线２为ζ犱α＝１，ζ犱β＝０．５～２．０；

曲线３，４的参数取值分别与曲线１，２相同，但边界条件为不透水．曲线１～４中均ζα＝ζβ

＝１，ζγ＝０．１，传播方向均θ＝４５°．从中可以看出ζ犱α，ζ犱β对各模式波反射系数和透射系数

的影响：

（１）ζ犱α，ζ犱β的变化对饱和土中ｑＰ１ 波和ｑＳＶ波的反射系数和弹性土中的透射系数有

影响，对ｑＰ２ 波的影响小．ζ犱α增加时，ｑＰ１ 波的反射系数和ｑＳＶ波的透射系数减少，ｑＳＶ

波的反射系数和ｑＰ波的透射系数增加．其中增长规律近似为线性．当ζ犱β增加时，与因素

ζ犱α的影响规律相反．

　　（２）边界透水条件对ｑＰ２ 波的反射系数影响较大，边界透水时比边界不透水时增加一

个数量级．对饱和土中ｑＰ１ 波和ｑＳＶ波的反射系数和弹性土中ｑＳＶ波的透射系数的影响

很小．

５　结论

本文根据横向各向同性的饱和土体波动方程和横向各向同性弹性动力学，研究了ｑＰ１

波从饱和土以任意角入射弹性土的反射和透射．得到了适用于任意频率的反射系数和透射

系数的一般算式，进而数值分析了各向异性和边界透水条件对反射系数和透射系数的影

响．算例表明：

（１）各向异性对反射系数和透射系数有较大影响．从算例得出的规律可知，与各向同

性介质相比，当ζα，ζ犱β增加而ζβ，ζ犱α减少时，各向异性对反射系数和透射系数的影响将更

加明显．低频时ζδ 对反射系数和透射系数的影响较小．值得注意的是，横向各向同性饱和

介质和弹性介质中各向同性面的剪切模量犮６６，犮犱６６，对平面应变波的反射系数和透射系数

无影响．

（２）透水条件对ｑＰ２ 波的反射系数影响很大，对其它模式波的影响则很小．
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附录

　　（１）无量纲质量矩阵Γ为

Γ＝

１ ０ １／γ１ ０

０ １ ０ １／γ１

１／γ１ ０ １／γ２ ０

０ １／γ１ ０ １／γ

熿

燀

燄

燅３

　　（２）ζδ＝犓３／犓１，反映介质渗透系数各向异性的程度，犉１（ω），犉３（ω）近似地表达为（Ｂｉｏｔ，１９５６）

犉犼［φ犼（ω）］＝
１

３
槡犻ｔａｎ犺（槡犻φ犼）

１－ｔａｎ犺（槡犻φ犼）／犻φ犼

　　式中，犼＝１，３，φ犼（ω）＝狊 犓犼ρ犳ω／槡 ηφ， 槡ｉ＝ －１，ｔａｎ犺（·）为双曲正切函数，狊为反应孔隙结构特征

的参数．对于平面裂缝，取狊 槡＝ １２；对于圆管状孔隙，取狊≈槡８．

（３）犆（θ）为饱和土体的广义刚度矩阵，定义如下：

犆（θ）＝

（ζαζ１＋α
２
１ζ５）ｓｉｎ

２
θ＋ｃｏｓ

２
θ （ζ１－ζβ＋α１α３ζ５）ｓｉｎθｃｏｓθ α１ζ５ｓｉｎ

２
θ α１ζ５ｓｉｎθｃｏｓθ

（ζ１－ζβ＋α１α３ζ５）ｓｉｎθｃｏｓθ ｓｉｎ２θ＋（ζ１＋α１ζ５）ｃｏｓ
２
θ α３ζ５ｓｉｎθｃｏｓθ α３ζ５ｃｏｓ

２
θ

α１ζ５ｓｉｎ
２
θ α３ζ５ｓｉｎθｃｏｓθ ζ５ｓｉｎ

２
θ ζ５ｓｉｎθｃｏｓθ

α１ζ５ｓｉｎθｃｏｓθ α３ζ５ｃｏｓ
２
θ ζ５ｓｉｎθｃｏｓθ ζ５ｃｏｓ

２

熿

燀

燄

燅θ

　　（４）犔犉 为饱和土体偏振矢量的单位基向量．对于饱和土体，犔犉犼＝｛犾犼１，犾犼２，犾犼３，犾犼４｝，（犼＝１，２，３）．

式中，犾犼犿（犿＝１，２，３，４）为

犾犼犿 ＝Δ
（犼）
犿 ／Δ

（犼）　　　Δ
（犼）＝ ∑

４

犿＝１

（Δ
（犼）
犿 ）［ ］

２
１／２

其中 Δ
（犼）
１ ＝－

犱
（犼）
１４ 犱

（犼）
１２ 犱

（犼）
１３

犱
（犼）
２４ 犱

（犼）
２２ 犱

（犼）
２３

犱
（犼）
３４ 犱

（犼）
３２ 犱

（犼）
３３

　　　Δ
（犼）
２ ＝－

犱
（犼）
１１ 犱

（犼）
１４ 犱

（犼）
１３

犱
（犼）
２１ 犱

（犼）
２４ 犱

（犼）
２３

犱
（犼）
３１ 犱

（犼）
３４ 犱

（犼）
３３

Δ
（犼）
３ ＝－

犱
（犼）
１１ 犱

（犼）
１２ 犱

（犼）
１４

犱
（犼）
２１ 犱

（犼）
２２ 犱

（犼）
２４

犱
（犼）
３１ 犱

（犼）
３２ 犱

（犼）
３４

　　　Δ
（犼）
４ ＝－

犱
（犼）
１１ 犱

（犼）
１２ 犱

（犼）
１３

犱
（犼）
２１ 犱

（犼）
２２ 犱

（犼）
２３

犱
（犼）
３１ 犱

（犼）
３２ 犱

（犼）
３３

犱
（犼）
１１ ＝（ζαζ１＋α

２
１ζ５）λ

２
１＋λ

２
３－（１／犽犉犼）

２
　　 　犱

（犼）
１２ ＝犱

（犼）
２１ ＝（ζ１－ζβ＋α１α３ζ５）λ１λ３

犱
（犼）
１３ ＝犱

（犼）
３１ ＝α１ζ５λ

２
１－（１／犽犉犼）

２／γ１　　　　　犱
（犼）
１４ ＝α１ζ５λ１λ３

犱
（犼）
２２ ＝λ

２
１＋（ζ１＋α

２
３ζ５）λ

２
３－（１／犽犉犼）

２
　　 　　犱

（犼）
３２ ＝犱

（犼）
２３ ＝α３ζ５λ１λ３

犱
（犼）
３３ ＝ζ５λ

２
３－（１／犽犉犼）

２／γ２　　　　　犱
（犼）
３４ ＝ζ５λ１λ３　　　　犱２４＝α３ζ５λ

２
３－（１／犽犉犼）

２／γ１

其中，λ狓＝ｓｉｎθ，λ狕＝ｃｏｓθ；

（５）犔犱 为弹性土的偏振矢量的单位基向量，犔犱犼＝｛犾犼１，犾犼２｝．

式中 犾犼１ ＝ （ζ犱１－ζ犱β）ｓｉｎθｃｏｓθ／犇　　　犾犼２ ＝ ［（１／犽犱犼）
２
－ζ犱αζ犱１ｓｉｎ

２
θ－ｃｏｓ

２
θ］／犇
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犇＝ （ζ犱１－ζ犱３）
２ｓｉｎ２θｃｏｓ

２
θ＋［（１／犽犱犼）

２
－ζ犱αζ犱１ｓｉｎ

２
θ－ｃｏｓ

２
θ］槡

２

　　（６）犽，犽犉，犽犱，犔犉，犔犱，θ，犃，犠犉，犠犱 的下标犻表示入射，狉表示反射，狋表示透射；下标１表示ｑＰ１

（ｑＰ）波，下标２表示ｑＳＶ，下标３表示ｑＰ２ 波；｛犃｝＝｛犃狉１，犃狉２，犃狉３，犃狋１，犃狋２｝．

（７）矩阵［犎］犱，列向量｛犎１｝犱 的各元素为：当犼＝１，２，３时

犎１犼 ＝ω犽犉狉犼｛［ζ１犾狉犼２＋（α３犾狉犼２＋犾狉犼４）α３ζ５］ｃｏｓθ狉犼－［（ζ１－ζβ－１）犾狉犼１＋（α１犾狉犼１＋犾狉犼３）α３ζ５］ｓｉｎθ狉犼｝

犎２犼 ＝ω犽犉狉犼（犾狉犼１ｃｏｓθ狉犼－犾狉犼２ｓｉｎθ狉犼）　　　犎３犼 ＝犾狉犼１　　　犎４犼 ＝犾狉犼２

犎５犼 ＝ω犽犉狉犼（α３犾狉犼２＋犾狉犼４）ｃｏｓθ狉犼－ω犽犉狉犼（α１犾狉犼１＋犾狉犼３）ｓｉｎθ狉犼

犎１１ ＝ω犽犉犻１｛［（ζ１－ζβ－１）犾犻１１＋（α１犾犻１１＋犾犻１３）α３ζ５］ｓｉｎθ０＋［ζ１犾犻１２＋（α３犾犻１２＋犾犻１４）α３ζ５］ｃｏｓθ０｝

犎１２ ＝ω犽犉犻１（犾犻１１ｃｏｓθ０＋犾犻１２ｓｉｎθ０　　　 犎１３ ＝－犾犻１１　　　犎１４ ＝－犾犻１２

犎１５ ＝ω犽犉犻１（α１犾犻１１＋犾犻１３）ｓｉｎθ０＋ω犽犉犻１（α３犾犻１２＋犾犻１４）ｃｏｓθ０

当犼＝４，５时，珔犽＝犮犱／犮犉，珔狏＝犮犱４４／犮犉４４，犿＝犼－３

犎１犼 ＝珔狏ω犽犱狋犿［（ζ犱１－ζ犱β－１）犾狋犿１ｓｉｎθ狋犿 ＋ζ犱１犾狋犿２ｃｏｓθ狋犿］／珔犽

犎２犼 ＝珔狏ω犽犱狋犿（犾狋犿１ｃｏｓθ狋犿 ＋犾狋犿２ｓｉｎθ狋犿）／珔犽　　　犎３犼 ＝－犾狋犿１　　　犎４犼 ＝－犾狋犿２　　 犎５犼 ＝０

　　（８）矩阵［犎］狌，列向量｛犎１｝狌 的前４行分别与［犎］犱，｛犎１｝犱 相同，第５行为

当犼＝１，２，３时，犎
（狌）
５犼 ＝犾狉犼４；当犼＝４，５时，犎

（狌）
５犼 ＝０；犎１

（狌）
５ ＝－犾犻１４．

（９）矩阵［犎］犲，列向量｛犎１｝犲 的前４行分别与［犎］犱，｛犎１｝犱 相同，第５行为

当犼＝１，２，３时，犎
（犲）
５犼 ＝ω犾狉犼４－狆·犎５犼；当犼＝４，５时，犎

（犲）
５犼 ＝０；犎１

（犲）
５ ＝－狆·犎５－ω犾犻１４．
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