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重力异常的拟合推估迭代

解算模型及算法


杨元喜　　刘长建

（中国郑州４５００５２解放军测绘学院）

摘要　重力异常随机逼近的一种有效方法是拟合推估法．为了提高拟合推估解的可靠性，关

键是提高重力异常协方差函数的可靠性．本文建立了一套迭代拟合协方差函数以及迭代推估

重力异常的理论模型．经实际计算表明，通过有限的迭代拟合推估，确实能提高重力异常的

推估精度．
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引言

异常重力场逼近的方法主要可分为两大类：一类为函数逼近；一类为随机逼近．在函

数逼近法中又分线性逼近和非线性逼近．由于线性逼近计算简单，故在地球重力场中有较

成熟的理论，并有广泛的应用．近年来，函数逼近的非线性理论和方法越来越引起人们的

重视．Ｈｏｒｍａｎｄｅｒ用复杂的反函数法研究了非线性Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ问题（Ｍｏｒｉｔｚ，１９８０）；Ｓａｎ

ｓｏ（１９７７）利用重力空间法，将自由边界问题变换成固定边界问题，将非线性 Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ

问题表示成线性形式，而不是舍去高次项后的线性近似式．于锦海、党诵诗（１９９２）利用级

数展开法重新研究了非线性 Ｍｏｌｏｄｅｎｓｋｙ问题，并详细讨论了解算方法．但是非线性重力

场逼近的解算相当复杂，迄今仍无成功的算例．

对于局部重力场逼近，各类边界的混合联解可为非线性边界的实际解算创造条件．因

为在混合超定边界条件中，观测量一般远大于未知量（点位几何参数和扰动位及其泛函）．

由各类观测量与点位几何参数及重力场参数构成的非线性观测模型，经泰勒级数展开容易

表成高阶级数的形式，依据一定的解算原则（如最小二乘原则）以及相应的迭代解算方法能

够在局部区域实施非线性重力场逼近（杨元喜，１９９４）．

对于重力场的随机逼近，一般均基于最小二乘推估，而拟合推估常基于线性观测模型

及协方差函数．这类逼近计算简单，但解算精度受制于协方差函数．为了提高重力场随机

逼近的精度，本文试图构造高阶随机逼近的解算程式，首先提高协方差函数精度，从而提

高重力异常拟合推估精度．

 中国科学院青年基金资助项目．

　１９９５０３２５收到初稿，１９９５０９１１收到修改稿并决定采用．
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１　拟合推估解算模型及误差影响

这里将重力场视为随机场，各重力边值问题的观测方程式可表示为（Ｍｏｒｉｔｚ，１９８０）

犔犻＝狋犻＋Δ犻 （１）

式中，观测值犔犻可分解成“信号”和“噪声”（误差）．犔犻的“信号”部分表示引力场元素犔犻犜，

犔犻是犔犻犜 的观测值．将式（１）表示为矩阵形式有

犔＝狋＋Δ （２）

误差方程为

犞＝狋－犔 （３）

设狋，Δ的数学期望分别为

犈（狋）＝０　　　犈（Δ）＝０ （４）

方差，协方差阵分别为

Σ狋狋 ＝犈（狋狋
犜）＝Σ狋

ΣΔΔ ＝犈（ΔΔ
犜）＝ΣΔ，Σ狋Δ ＝０ （５）

　　基于最小二乘原则

犞犜Σ
－１
Δ犞＋狋

犜
Σ
－１
狋 狋－２犓

犜（狋－犔－犞）＝ｍｉｎ （６）

可得

狋^＝Σ狋（Σ狋＋ΣΔ）
－１犔 （７）

　　若有未测点信号狊，且

犈（狊）＝０，Σ狊 ＝犈（狊狊
犜），Σ狊狋 ＝犈（狊狋

Ｔ） （８）

则有

狊^＝Σ狊狋（Σ狋＋ΣΔ）
－１犔 （９）

　　若将观测方程表示为

犞＝犃犡＋犅狋－犔 （１０）

式中，犡为确定性未知参数向量，式（１０）称为带未知参数的拟合推估模型．犡和狋的最小

二乘解为

犡^ ＝ （犃
犜
Σ
－１
犔 犃）

－１犃犜Σ犔犔 （１１）

狋^＝Σ狋Σ
－１
犔 （犔－犃^犡） （１２）

式中，Σ犔＝Σ狋＋ΣΔ．

拟合推估解式（７）、（９）及（１１）、（１２）的解算精度取决于下列因素：

（１）观测精度．若观测噪声小，且服从正态分布，则ΣΔ 的主对角线元素小，参数拟合

或推估的精度高．

（２）信号协方差矩阵Σ狋的可靠性．Σ狋一般由重力场观测信息拟合，若观测值扰动大，

则拟合得到的Σ狋也不可靠．

（３）函数模型的精度．函数模型的精度一般取决于参考重力场与实际重力场的偏离程

度．就一般线性函数模型而言，参考重力场应尽量接近其实际重力场，以保证舍去高次项

后的线性重力场观测模型有足够的精度．非线性函数模型虽然允许参考重力场与实际重力

场有一定差异，但这种差异不宜过大，否则经泰勒级数展开的项将随差异的增大而增加，
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从而加大计算工作量．

２　协方差迭代逼近解

为了提高协方差函数的可靠性，可对协方差函数进行高阶逼近，从而拟合推估解式也

采用类似的逼近解．一般情况下，重力场观测的第一手资料大多为重力异常，且重力异常

也确能充分反映重力场的相关信息．

取重力异常协方差函数为（Ｍｏｒｉｔｚ，１９８０）

犆（Δ犵犻，Δ犵犼）＝
犆０犫

２（犣 ＋犫）

［犛２＋（犣 ＋犫）
２］

（１３）

式中，犣＝犣犻＋犣犼，为犻，犼点高程之和；犆０，犫为待估常量；犛为犻，犼两点间的水平距离．

式（１３）为正定调和函数．

为了求解式（１３）中的待定常数，可先令犛＝０，得到犆（Δ犵犻，Δ犵犼）＝犆０，即犆０ 为平面近

似下的重力异常方差．

在局部地区，可将区域间距分成若干小区域，读取各小区域重力异常Δ犵犻犼，令

Δ犵＝
１

狀２∑
狀

犻＝１
∑
狀

犼＝１

Δ犵犻犼 （１４）

Δ犵犻犼 ＝Δ犵犻犼－Δ犵 （１５）

则

犆０ ＝
１

狀２∑
狀

犻＝１
∑
狀

犼＝１

Δ犵
２
犻犼 （１６）

　　为求常量犫，分别在犛＝犛０（定值）距离上求犆（犛０）

犆（犛０）＝
１

２狀（狀－犽）
［∑
狀－犽

犻＝１
∑
狀

犼＝１

Δ犵犻犼Δ犵犻＋犽，犼＋∑
狀

犻＝１
∑
狀－犽

犼＝１

Δ犵犻犼Δ犵犻，犼＋犽］ （１７）

　　选定一个犛０ 即可得到一个犆（犛０），设有犿个犆（犛０），则可组成

犆（犛０）＝
犆０犫

３

（犛２０犽＋犫
２） ＝

犆犽　　　（犽＝１，２，…，犿） （１８）

由式（１８）可求得犫值

犫犽 ＝
犛０犽

（犆０／犆犽）

－［ ］１



（１９）

珔犫＝
１

犿 ∑
犿

犽＝１

犫犽 （２０）

　　由式（１６）、（２０）确定的重力异常协方差函数的可靠性受重力异常Δ犵犻犼的影响，而重力

异常Δ犵犻犼的精度又取决于实际重力观测值犵犻犼的精度．如果已经由拟合推估求得重力异常

Δ犵犻犼的第犓 步残差犞犵
犓
犻犼，则Δ犵犻犼及犆０，珔犫可作如下更新

Δ犵
犓
犻犼 ＝Δ犵犻犼＋犞犵

犓
犻犼 （２１）

Δ犵
犓
＝
１

狀２∑
狀

犻＝１
∑
狀

犼＝１

Δ犵
犓
犻犼 （２２）

Δ犵
犓
犻犼 ＝Δ犵

犓
犻犼 －Δ犵

犓 （２３）
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犆犓０ ＝
１

狀２∑
狀

犻＝１
∑
狀

犼＝１

（Δ犵
犓
犻犼）

２ （２４）

而犆（犛０）变为犆
犓（犛０），珔犫变为珔犫

犓，相应的协方差矩阵犆变为犆犓

犆犓（Δ犵犻，Δ犵犼）＝
犆犓０（珔犫

犓）２（犣 ＋珔犫
犓）

［犛２＋（犣 ＋珔犫
犓）２］

（２５）

３　拟合推估的高阶迭代解

由犆犓（Δ犵犻，Δ犵犼）经协方差传播定律可求得

Σ
犓
犔 ＝Σ

犓
狋 ＋ΣΔ （２６）

相应式（７）的迭代解为

狋^犓 ＝Σ
犓
犔（Σ

犓
狋 ＋ΣΔ）

－１犔 （２７）

式（９）的迭代解为

狊^犓 ＝Σ
犓
狊狋（Σ

犓
狋 ＋ΣΔ）

－１犔 （２８）

带参数的拟合推估迭代解为

犡^犓 ＝ ［犃
犜（Σ

犓
犔）

－１犃］－１犃犜（Σ
犓
犔）

－１犔 （２９）

狋^犓 ＝Σ
犓
狋（Σ

犓
犔）

－１（犔－犃^犡
犓） （３０）

４　算例分析

我们知道，重力异常的变化是由于地球表面附近的扰动物质引起的，而这种局部扰动

物质的影响（如层间改正、均衡改正等）主要呈现为对高程的线性关系，因此，可用下面的

线性模型来描述空间异常（蒋福珍，１９８１）

Δ犵犻＝犪＋犫犺犻＋Δ犻 （３１）

式中，Δ犵犻，犺犻为观测点的空间异常和高程；犪，犫为待定参数．用模型（３１）按最小二乘原理

可解出适于本地区的犪和犫值．本算例采用了简单的算法，即由已知空间异常值加入层间

改正后再推估未知点布格异常，然后反算其空间异常．毫无疑问，前种方法计算结果要优

于后者，但后者也能说明问题．

如前所述，对某地区１２０ｋｍ×１２０ｋｍ的重力场进行重力异常的高阶拟合推估解算，

将该地区重力异常图等分为１４４个小块（１０ｋｍ×１０ｋｍ），其中读取１３４个方块的重力异常

Δ犵犻，然后推估了另外１０个方块的重力异常，并把直接解算结果与迭代解算结果进行了比

较，如表１所示．取观测值中误差为±３．０×１０－５ｍ／ｓ２，解算结果误差中误差见表２．

　　　　　　　　　　　　　　　　表１　重力异常拟合推估解 单位：１０－５ｍ／ｓ２

比较项目
推　　估　　块　　号

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

观测结果 －４．８ ３０．２ ２５．５ １８．９ ３２．０ ５７．６ ５２．８ ２６．６ ３８．４ ３９．９

直接解 －４．３ ３２．２ ２４．０ １７．６ ３２．０ ６２．７ ５１．４ ３１．９ ３８．１ ４０．１

迭代解 －４．８ ３２．２ ２３．９ １７．３ ３２．１ ６３．０ ５２．０ ３２．０ ３８．４ ４０．３

犆犓０（１０－５ｍ／ｓ２）２ ３７．０３５

珔犫犓（ｋｍ） ３８．５０１
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　　　　　　　　　　　　　表２　直接解与迭代解误差中误差比较 单位：±１０－５ｍ／ｓ２

误差中误差
推　　估　　块　　号

１ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

直接解 ２．４ ２．４ ２．４ ２．４ ２．４ ２．８ ２．５ ２．４ ２．５ ２．７

迭代解 ２．１ ２．１ ２．１ ２．１ ２．１ ２．５ ２．２ ２．１ ２．２ ２．４

从表中可以看出，迭代解精度要优于直接解．值得一提的是，采用了本文给出的算法

后，迭代能够很快收敛．但存在疑问之处是迭代结果是否逼近正确解，这点可从（２１）～

（２５）及（２７）、（２８）诸式看出．由于迭代过程中自始至终采用原始观测值进行计算，故不存

在迭代解的分岔；且通过逐次提高协方差函数的精度，从而达到收敛与提高拟合推估精度

的目的．

５　结语

重力异常的迭代拟合推估解，实质上只部分地解决了初始协方差函数不可靠的问题．

它从提高协方差函数的可靠性入手，追求重力异常拟合推估的可靠性．从计算结果的内部

精度与外部可靠性看，迭代拟合推估解的确能部分地提高重力异常拟合值的精度．但若要

全面提高重力异常的拟合推估值的可靠性，还必须考虑函数模型的可靠性．由于许多作者

已对函数模型的可靠性和精度做了大量研究，故本文不再重复讨论．

陆仲连教授、黄维彬教授对完善本文给予了帮助，在此表示感谢．
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