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计算台站接收函数的最大熵谱
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摘要　提出一种在时间域采用最大熵谱反褶积提取台站接收函数的方法，以最大熵作为自相

关函数和互相关函数的递推准则，利用Ｔｏｅｐｌｉｔｚ方程及Ｌｅｖｉｎｓｏｎ递推算法，得到预测误差滤

波系数的递推公式，从而计算台站接收函数．外推运算过程中，反射系数总是小于１，保证了

最大熵谱反褶积的稳定性．时窗外数据熵极大提高了接收函数的分辨率．合成地震图与实测

地震图的检验表明，最大熵谱反褶积是一种在时间域测定台站接收函数的有效方法．
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引言

接收函数是用远震Ｐ波波形的垂直分量对径向分量和切向分量作反褶积处理后得到

的时间序列．它是台站下方地壳上地幔速度结构远震平面波的响应，基本上与震源及传播

路径无关．由于实际的远震资料是有限带宽的，且含有各种噪声，垂直分量一般都存在近

零的频率成分，导致频率域反褶积不够稳定，故要对垂直分量作预白化处理，以压制其近

零值的频谱成分（Ｏｗｅｎｓ犲狋犪犾．，１９８７；刘启元等，１９９６）．

从三分量远震Ｐ波波形中分离出可靠的台站接收函数，对用远震Ｐ波波形反演接收介

质结构起着决定性的作用．接收函数一般是通过远震Ｐ波波形的水平与垂直分量的频谱相

除，然后反变换到时间域而得到的．由于垂直分量常含有近零值振幅，频率域除法运算一

般不够稳定，常靠引入“水准量”来保证频率域除法运算的稳定，但降低了接收函数的精

度；此外，频率域运算不仅对数据长度有严格要求，而且隐含着时窗之外数据为零或呈周

期变化的不合理假设，数据长度及采样间隔限制了频率域反褶积的分辨率．为了克服频率

域反褶积的缺点，本研究提出一种在时间域用最大熵谱反褶积计算台站接收函数的方法．

最大熵谱反褶积以熵极大作为自相关函数和互相关函数的外推准则，来求取接收函

数．在外推运算过程中，反射系数总是小于１，从而保证了最大熵谱反褶积的稳定性．时窗

外数据最不可预测性增强了接收函数的分辨率．

时间序列分析中，要获得精确的谱，则要求时间序列必须足够长，足以包含最低有效

频率成分对时间序列的贡献．在对实际有限长时间序列作谱分析时，自相关方法和傅氏变
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换法假设数据时窗之外的数据要么为零，要么呈周期性变化，这种假设显然与实际相悖．

如果能够突破常规方法，对数据时窗之外的数据所做的不符合客观实际的假设，引入更加

合理的假设，则必定能够进一步提高谱的分辨率，获得高分辨率的频谱．

Ｂｕｒｇ（１９７２）提出了最大熵谱法，旨在提高频谱的分辨率．其基本思想是：假设时窗外

的数据具有最不可预测性，在每次外推自相关函数时，都要使其相应的熵极大化．Ｖａｎｄｅｎ

Ｂｏｓ（１９７１）指出，最大熵谱法等价于自回归模型的最小二乘解．自回归模型在工程上称为

全极点模型（Ｕｌｒｙｃｈ，Ｂｉｓｈｏｐ，１９７５；Ｕｌｒｃｈｙ，Ｃｌａｙｔｏｎ，１９７６）．

对 Ｗｉｅｎｅｒ滤波加以改造，以熵极大作为自相关函数和互相关函数的外推准则，可以

得到最大熵谱反褶积．最大熵谱反褶积已广泛用于地震勘探数据处理，用于压缩子波，提

取反射系数序列，提高分辨率（Ｃｌａｒｅｒｂｏｕｔ，１９７６）．Ｔｓｅｌｅｎｔｉｓ（１９９０）曾引入最大熵谱反褶

积，计算台站间格林函数．本研究将对最大熵谱反褶积加以发展，用于提取台站接收函数，

以获得高分辨率的接收函数．

１　最大熵谱的概念

设有概率空间犡

犡＝ ｛狓犻，狆犻｝　　　犻＝１，２，…，犖 （１）

式中，狓犻是该空间可能发生的事件，狆犻为其发生的概率．如果已知某一事件发生的概率，

就获得了关于该概率空间的部分信息．信息量与概率之间的关系可表示为

犐＝犽ｌｎ
１

狆犻
（２）

其中，犽是一个常数，当对数以２为底时，犽＝１．

对于确定事件，狆犻＝１，故信息量犐＝０．对于随机事件，信息量为一正数．

如果对上述概率空间作长时间的观测，在长度为狋的时间间隔内，各事件发生的次数

为犘犻犜，于是总的信息量为

犐ｔｏｒａｌ＝犽狆１狋ｌｎ
１

狆１
＋狆２狋ｌｎ

１

狆２
＋（ ）… （３）

所谓熵是指概率空间单位时间内的平均信息量，即

犎 ＝
犐ｔｏｔａｌ
狋
＝－犽∑

犕

犻＝１

狆犻ｌｎ狆犻 （４）

　　由信息量与概率之间的关系可知，熵是描述概率空间不确定性的一种测度．如果概率

空间某一事件的发生概率为１，则其余事件的发生概率为０，犎＝０，这是一个完全确定的

系统；除此之外，熵只可能是一正数；当一系统具有最不确定性时，其熵达到最大．

平稳高斯过程狓犻的功率谱犛（犳）与熵的关系可表示为

犎 ＝
１

４犳Ｎ∫
犳Ｎ

－犳Ｎ

ｌｇ犛（犳）ｄ犳 （５）

其中，犳Ｎ 是Ｎｙｑｕｉｓｔ频率．式（５）可用自相关函数（犽）表示为

犎 ＝
１

４犳Ｎ∫
犳Ｎ

犳Ｎ

ｌｇ∑
＋∞

－∞

（犽）ｅｘｐ（－ｉ２π犳犽Δ狋［ ］）ｄ犳 （６）

其中，Δ狋是采样间隔．

假设自相关函数（１），（２），…，（犿－１）为已知，以这些已知自相关函数作为约束条
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件，对式（６）求关于待定的自相关系数的极大，可求取未知的（犿），（犿＋１），…，（犖）．

这种以熵达极大来外推自相关函数而得到的功率谱，就是所谓的最大熵谱，可表示为

犘犈（犳）＝
犘犿

犳Ｎ １＋∑
犕－１

犼＝１

γ犼ｅｘｐ（－ｉ２π犳犼Δ狋）
２

（７）

其中，犘犿 是一个常数，γ犼是由数据狓狋中得到的预测误差系数．

２　自回归过程与最大熵谱

离散的正态随机过程可用一线性滤波系统表示为

狓狋＝μ＋犪狋＋ψ１犪狋－１＋ψ２犪狋－２＋… （８）

其中，时间序列犪狋是一白噪序列，其均值为零，方差为σ
２
犪；μ为狓狋的均值．

假设线性滤波器可表示为

Ψ（狕）＝１＋ψ１狕＋ψ２狕
２
＋… （９）

其中，狕是单位延迟算子．

若Ψ（狕）稳定，则狓狋为平稳的随机过程．假设已经得到了μ的估计，并从时间序列狓狋

中去掉了μ，则狓狋是均值为零的随机过程．

对式（８）作狕变换，得

犡（狕）＝Ψ（狕）犃（狕） （１０）

　　设Φ（狕）＝Ψ
－１（狕），则有

Φ（狕）犡（狕）＝犃（狕） （１１）

　　将式（１１）反变换回时间域得

狓狋＝１狓狋－１＋２狓狋－２＋…＋犪狋 （１２）

　　在推导式（１２）过程中，假设该线性过程可逆，可逆的条件是Φ（狕）在单位圆上或单位圆

内收敛．

虽然式（１２）是一无穷级数，但一般来说，用其中有限的若干项可以很好地描述这一随

机过程，于是有

狓狋＝α１狓狋－１＋α２狓狋－２＋…＋α犕狓狋－犕 ＋犪狋 （１３）

　　式（１３）代表犕 阶的自回归过程．犕 的有限性保证了自回归过程的可逆性，若使其稳

定，则多项式１－α１狕－…α犕狕
犕 的根必须位于单位圆外．

对式（１３）两端同乘狓狋－犽并取数学期望，当犽＞０时，犈（狓狋－犽犪狋）＝０，故有

狉（犽）＝α１狉（犽－１）＋α２狉（犽－２）＋…＋α犕狉（犽－犕）　　犽＞０ （１４）

　　将犽＝１，２，…，犕＋１代入式（１４），得到ＹｕｌｅＷａｌｋｅｒ方程组

狉（１）－α１狉（０）－…－α犕狉（犕－１）＝０

狉（２）－α１狉（１）－…－α犕狉（犕－２）＝０

　　　　　　　

狉（犕＋１）－α１狉（犕）－…－α犕狉（１）＝

烅

烄

烆 ０

（１５）

　　假设自协方差函数狉（０），狉（１），…，狉（犕）为已知，将它们代入式（１５）中前犕 个方程

中，可求得系数狉（犕＋１），狉（犕＋２），…，狉（犖），待定的狉（犕＋１）由下式决定：
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ｄｅｔ

狉（１） 狉（０） … 狉（犕－１）

狉（２） 狉（１） … 狉（犕－２）

   

狉（犕＋１）狉（犕） … 狉（１

熿

燀

燄

燅）

＝０ （１６）

与式（５）完全等价的平稳高斯过程狓狋的熵的另一种表示形式为

犎 ＝
１

２
ｌｇ｛ｄｅｔ［犆（犕）］｝ （１７）

其中，犆（犕）是随机过程狓狋的自协方差矩阵，即

犆（犕）＝

狉（０） 狉（１） … 狉（犕）

狉（１） 狉（０） … 狉（犕－１）

   

狉（犕）狉（犕－１） … 狉（０

熿

燀

燄

燅）

（１８）

　　假设已知自协方差函数狉（０），狉（１），…，狉（犕）的精确值，在每次外推自协方差系数

狉（犕＋１），狉（犕＋２），…，狉（犖）等时，以随机过程的熵达到极大作为准则，可得到最大熵

谱．

对ｄｅｔ［犆（犕＋１）］求关于狉（犕＋１）的极大值，得

ｄｅｔ

狉（１） 狉（０） … 狉（犕－１）

狉（２） 狉（１） … 狉（犕－２）

   

狉（犕＋１）狉（犕） … 狉（１

熿

燀

燄

燅）

＝０ （１９）

比较式（１６）和（１９）可知，最大熵谱分析与随机过程的自回归模型是完全等价的．对式（１３）

作狕变换可求得自回归过程的谱，即

犡（狕）－犡（狕）（α１狕＋α２狕
２
＋…＋α犕狕

犕）＝犃（狕） （２０）

于是有

狘犡（狕）狘
２
＝

狘犃（狕）狘
２

狘１－α１狕＋α２狕
２
＋…＋α犕狕

犕
狘
２

（２１）

将狕＝ｅｘｐ（－ｉ２π犳）代入式（２１），就可求得自回归过程的功率谱

犛（犳）＝
２σ

２
α

１－∑
犕

犼＝１

α犼ｅｘｐ（－ｉ２π犳犼）
２

（２２）

比较式（７）和（２２），不难发现两者的等价性．

由式（１３）可以明显地看出，所谓自回归过程就是根据该过程前（犕－１）个值来预测当

前值，预测误差为狆犿，１，－α１，－α２，…，－α犿 为犕 阶预测滤波器系数．

在式（１３）中，用γ１，γ２，…，γ犕 代替－α１，－α２，…，－α犕，即可得到预测误差滤波器．

当用时间序列的当前值和过去值作为输入时，输出为一白噪，即

犪狋＝狓狋－γ１狓狋－１－γ２狓狋－２－…－γ犕狓狋－犕 （２３）

　　预测误差滤波因子的求解，可归结为Ｔｏｅｐｌｉｔｚ方程组的求解，即

狉^（０） 狉^（１） … 狉^（犕－１）

狉^（１） 狉^（０） … 狉^（犕－２）

  

狉^（犕－１） 狉^（犕－２） … 狉^（０

熿

燀

燄

燅）

α^犕１

α^犕２



α^

熿

燀

燄

燅犕犕

＝

狉^（１）

狉^（２）



狉^（犕

熿

燀

燄

燅）

（２４）
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　　自协方差系数可以用下述的常规方法计算：

狉^（犽）＝
１

犖∑
犖－狘犓狘

狋＝１

（狓狋＋犽－犿）（狓狋－犿） （２５）

其中 犿＝
１

犖∑
犖

狋＝１

狓狋 （２６）

３　最大熵谱反褶积

由公式（７）或（２２）计算自回归过程的最大熵谱，要求预测滤波系数为已知，通过对Ｔｏ

ｅｐｌｉｔｚ方程组（２４）的求解，固然可以求得自回归系数，但需要自协方差函数的先验估计，当

数据时窗较短时，由式（２４）、（２５）和（２６）解得的自相关函数精度较低．基于自回归过程的

预测误差，Ｂｕｒｇ（１９７２）指出，将预测误差滤波器对数据分别作正向和反向的预测滤波，得

到正向预测误差和反向预测误差，对两者的平方和求关于犕 阶自回归系数的极小，可以求

得犕 阶自回归系数．

犕 阶正向预测误差估计可表示为

犲犳犕［狀］＝狓狋［狀］＋∑
犕

犿＝１

狓狋［狀－犿］犪犕［犿］ （２７）

犕 阶反向预测误差估计可表示为

犲犫犕（狀－犕）＝狓狋（狀－犕）＋∑
犕

犿＝１

狓狋［狀＋犿－犕］犪犕［犿］ （２８）

　　根据Ｔｏｅｐｌｉｔｚ方程组及Ｌｅｖｉｎｓｏｎ递推算法（Ｃｌｅａｒｂｏｕｔ，１９７６）可知，预测误差滤波系

数存在如下的递推关系：

犪犕［犿］＝犪犕－１［犿］＋犓犕－１犪犕－１［犕－犿］ （２９）

其中，犪犕［犿］，犪犕－１［犿］分别代表自回归过程犕 阶与犕－１阶预测误差系数；犽犕－１称为反

射系数．

将式（２９）分别代入到式（２７）和（２８），得到关于正向与反向预测误差的递推关系式

犲犳犕［狀］＝犲犳犕－１［狀］＋犓犕－１犲
犫
犕－１［狀－犕］

犲犫犕［狀－犕］＝犲
犫
犕－１［狀－犕］＋犓犕－１犲

犳
犕－１［狀

烅
烄

烆
］

（３０）

　　在给定的时窗范围内，对正向预测误差和反向预测误差的平方和求极小，也就是使熵

达极大

狇
犳犫
犕 ＝∑

犖

狀＝犕

｛［犲犳犕［狀］］
２
＋［犲

犫
犕［狀－犕］］

３｝＝ｍｉｎ （３１）

令 狇
犳犫
犕

犽犕－１
＝０ （３２）

可求出反射系数．式（３１）的求和运算只涉及时窗之内的数据，而与时窗之外的数据毫无关

系．换言之，时窗之外的数据具最不可预测性．于是可得到

犓犕－１ ＝

－２∑
犖

狀＝犕

犲犳犕－１［狀］犲
犫
犕－１［狀－犕］

∑
犖

狀＝犕

［犲犫犕－１［狀－犕］
２
＋犲犳犕－１［狀］

２］

（３３）

　　显而易见，犓犿－１≤１，这也是称之为反射系数的原因．
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得到反射系数的表达式后，就可以从（犕－１）阶的预测滤波因子和预测误差，递推出

犕 阶的预测滤波因子和预测误差．

根据上述求解预测误差系数的思路，完全可以平行地推导出计算接收函数的递推公

式．

用犺犕（狀）表示待求的犕 阶接收函数，狓（狀）和狔（狀）分别代表远震Ｐ波波形记录的垂直

分量和水平分量，根据 Ｗｉｅｎｅｒ滤波原理，有

狊（狀）＝狔（狀）－∑
犖

犿＝１

狓（狀－犿）犺犕（犿） （３４）

其中，狊（狀）为 Ｗｉｅｎｅｒ滤波的误差向量．

接收函数犺犕（狀）可以通过如下的矩阵运算得到：

犚犎 ＝犆 （３５）

其中，犚是远震Ｐ波波形记录垂直分量的自相关系数矩阵，犆是垂直分量与水平分量的互

相关系数向量．

比较（犕－１）阶与犕 阶的矩阵方程（３５），可以得到关于接收函数的递推公式

犺犕 ＝犺犕－１［犿］＋犔犕－１犪犕（犕－犿） （３６）

将式（３６）代入（３４），得

狊犕［狀］＝狊犕－１［狀］－犔犕－１犲
犫
犕［狀－犕］ （３７）

　　在数据时窗范围内，对狊犕［狀］的平方和求关于犔犕－１的极小，可得

犔犕－１ ＝
∑
犖

狀＝犕

狊犕－１［狀］犲
犫
犕［狀－犕］

∑
犖

狀＝犕

犲犫犕［狀］
２

（３８）

于是可逐步递推出台站接收函数，每次外推时，以熵达极大作为准则．其初始条件为

犚［０］＝∑
犖

狀＝０

狓２狋［狀］，犆［０］＝∑
犖

狀＝０

狓狋［狀］狔狋［狀］，犪０［０］＝１

犺０［０］＝
犆［０］

犚［０］

犲犳［狀］＝犲
犫［狀］＝狓狋［狀］

犛０［狀］＝狔狋［狀］－犺０［０］狓狋［狀］，狀＝０，１，…，

烅

烄

烆 犖

（３９）

４　资料检验

我们分别用合成地震图和实际观测到的远震资料，对本研究所提出最大熵谱反褶积方

法进行数值检验，以考察并阐述最大熵谱反褶积的实际应用效果．

图１是采用“反射率法”得到的合成地震图及其合成接收函数．图２是用一个实际观测

到的综合了震源和路径效应的时间函数，对图１所示的合成地震图进行褶积运算后所得到

的虚拟观测地震图．图３是对图２所示的虚拟观测地震图分别用频率域反褶积和最大熵谱

反褶积得到的接收函数．可以发现，最大熵谱反褶积能得到与理论值基本相同的接收函

数，表明最大熵谱反褶积的有效性．
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图１　合成地震图及其合成接收函数

（ａ）径向分量；（ｂ）垂直分量；（ｃ）合成接收函数

图２　虚拟观测地震图（用一实测远震的垂直分

量分别与图１的径向和垂直分量褶积得到）

（ａ）径向分量；（ｂ）垂直分量

图３　虚拟观测地震图的频率域反褶积与

最大熵谱反褶积结果的比较

（ａ）频率域反褶积；（ｂ）最大熵谱反褶积

图４　实测远震事件的三分量Ｐ波波形数据

（ａ）径向分量；（ｂ）切向分量；（ｃ）垂直分量

　

图５　实测远震事件的频率域反褶积与最大

熵谱反褶积结果的比较

（ａ）频率域反褶积；（ｂ）最大熵谱反褶积

　　图４是某一远震事件的三分量Ｐ

波波形数据．图５是对图４所示的实测

地震图分别用频率域反褶积和最大熵

谱反褶积得到的接收函数．从图５可以

看出，与频率域反褶积相比较，最大熵

谱反褶积所提取的接收函数的波形更

加尖锐，频率域的单峰值波形被分解成

多峰值，有效地提高了接收函数的分辨

率．此外，最大熵谱反褶积能够有效地

提取淹没于噪音中的受频率域反褶积

水准量压制的有效信号．

合成地震图与实测地震图的检验

表明，最大熵谱反褶积是一种非常有效的在时间域提取接收函数的方法．
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５　结论

最大熵谱反褶积在计算自相关函数和互相关函数时，以极大熵作为外推准则，避免了

时窗外数据的主观假设．由Ｔｏｅｐｌｉｔｚ方程及Ｌｅｖｉｎｓｏｎ递推算法得到的预测误差滤波系数

的递推公式，提高了接收函数的计算效率．在外推运算过程中，反射系数总是小于１，保证

了最大熵谱反褶积的稳定性．时窗外数据最不可预测性提高了接收函数的精度和分辨率．

合成地震图与实测地震图的检验表明，最大熵谱反褶积能够有效地提取淹没于噪音中的有

效信号，并能从单峰值波形中分解出多峰值，是一种在时间域测定台站接收函数的有效方

法．
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